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PREFATA 


Lucrarea de faţă este destinată în primul rând 
studenților care studiază disciplinele geodezice şi poate fi utilă 
tuturor specialiştilor care activează în domeniul măsurătorilor 
terestre. In scopul completării cunoştinţelor de specialitate, în 
perioada actuală, studierea Pământului a devenit о necesitate 
importantă pentru nevoia şi dorința omului de a face по! 
descoperiri în domeniul măsurătorilor terestre. фа | 

Avantajul informatizării şi tehnologizării acestui 
domeniu deschide o perspectivă mai largă pentru o mai bună 

iului înconjurător. 

— € — tratarea intregului domeniu al 
Geodeziei şi nici toate implicaţiile de natură tehnică, aplicativă 
pe care le presupune, dar oferă cititorului baza necesară pentru 
abordarea unor probleme cu caracter general care să permită 
înţelegerea noţiunilor, metodelor gi principiilor absolut 
necesare pentru formarea pregătirii de specialitate a unui 
inginer geodez. 

Lucrarea este structurată în 7 capitole şi anexe: 

- Geodezie elipsoidală; 

- Rezolvarea triunghiurilor geodezice pe suprafaţa 

elipsoidului de referință; 

- Probleme geodezice de bază; 

» le ; 

- ra age АВ de triangulatie prin metoda 

măsurătorilor indirecte; 

- Rezolvarea rețelelor de triangulatie prin metoda 

măsurătorilor condiţionate; 

- Nivelmentul geodezic. 
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Prin conţinutul său lucrarea are menirea de a clarifica 

elemente fundamentale cu care se operează în cadrul 
disciplinelor geodezice, reprezentând o sinteză a cunoştinţelor 
din domeniul geodeziei fizice şi matematice, a poziționării 
planimetrice si altimetrice cât şi a prelucrării observaţiilor 
geodezice. 
Structura lucrării este astfel concepută încât să 
îndeplinească, pe de o parte solicitările legate de buna 
desfăşurare a procesului de învăţământ, iar pe de altă parte 
oferă cititorului baza necesară pentru abordarea unor probleme 
care depăşesc prin amploare şi dificultate cadrul limitat al 
prelegerilor universitare. 

Lucrarea completează cunoştinţele dobândite în cadrul 
cursului de topografie şi pune bazele teoretice necesare 
cursurilor de cartografie matematică şi geodezie satelitară, 
contribuind în acest mod la o pregătire pe un spectru larg a 
specialiştilor în măsurători terestre şi cadastrale. 


Prof.univ.dr.ing. Nicolae DIMA 
Universitatea din Petroşani 


Prof.univ.dr.ing. Octavian HERBEI 
Universitatea din Petrogani 
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INTRODUCERE 


Geodezia, este ştiinţa care se ocupă cu studiul 
metodelor, precise, de măsurare şi determinare a formei si 
dimensiunilor întregului glob pământesc, precum şi cu fixarea 
şi determinarea pe acesta a unor rețele de puncte, uniform şi 
omogen distribuite. 
După Helmert(1843-1917) (citat de Ghiţău), “Geodezia 
este ştiinţa măsurării şi reprezentării suprafeței Pământului”, 
definiţie disputată şi în final unanim acceptată.O serie de alte 
definiţii ale geodeziei se regăsesc în [12] şi [13]. 
Scopul practic cel mai important al geodeziei este 
determinarea, prin măsurători, a poziţiei unui număr suficient 
de puncte geodezice, care permit să definească, cu precizie, 
figura unui continent sau a unei țări. 
Geodezia, cu elementele care le determină » stă la baza 
tuturor operaţiilor topografice şi fotogrammetrice, necesare 
întocmirii şi redactării planurilor şi hărților, utilizate la 
eloborarea proiectelor obiectivelor industriale şi civile. 
Potrivit conţinutului problemelor de care se ocupă, 
peodezia se împarte în: 
> geodezia fizică-studiază câmpul gravitátii şi figura 
pământului, necesare pentru definirea unor 
suprafețe de referinţă şi a sistemelor de coordonate; 

> geodezia  elipsoidală - studiază suprafaţa 
elipsoidului, ca suprafață matematică, precum şi 
metodele de rezolvare a problemelor geodezice pe 
suprafața elipsoidului de referinţă; 

> geodezia geometrică clasică sau poziționarea 

geodezică (triangulatia geodezică) — se ocupă cu 
proiectarea şi materializarea în teren a rețelelor 
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geodezice, cu metodele şi instrumentele folosite la 
efectuarea observaţiilor în rețele geodezice, precum 
şi cu prelucrarea observaţiilor efectuate în reţele; 

> astronomia geodezică de poziţie - аге ca scop 

determinarea directă a coordonatelor geografice a 
punctelor, folosind metodele astronomice; 

> geodezia spaţială - tratează probleme legate de 

folosirea observaţiilor simultane ale sateliților 
artificiali, dintr-una sau mai multe staţii, sau a 
observaţiilor fotografice, laser, Doppler, în scopul 
determinării parametrilor  orbitelor sateliților 
artificiali, determinării coordonatelor staţiilor într- 
un sistem unic de coordonate, determinarea figurii, 
formei şi a câmpului gravific terestru etc. 

Datorită spaţiului restrâns afectat geodeziei, prin planul 
de învătământ pentru Colegiul de Cadastru agricol, din 
multitudinea problemelor de care se ocupă geodezia vor fi 
abordate câteva probleme de geodezie fizică şi elipsoidală, 
insistând mai mult asupra poziționării planimetrice şi 
altimetrice a punctelor geodezice. | 

Problemele de ийайегат, geodezie tridimensională 
geodezie satelitară şi astronomie geodezică, care nu se regăsesc 
în acest volum vor face obiectul unei alte lucrări. | 

Trebuie menţionat faptul că în dezvoltarea ei, geodezia 
clasică a reuşit, ca în preajma celui de-al doilea război mondial, 
să acopere suprafața uscatului cu rețele de triangulafie, în 
scopuri ştiinţifice, economice şi militare. Astfel fiecare (ага şi-a 
dezvoltat o reţea de trangulatie, cu un anumit punct 
fundamental, în care se determină latitudinea și longitudinea 
prin metode astronomice, dar şi azimutul unei direcții pentru 
orientarea refeleiIn punctul fundamental se consideră că 
elipsoidul este tangent la geoid, iar verticala locului (dată de 
poziţia firului cu plumb) coincide cu normala la elipsoid. 

Datorită criteriilor de alegere subiective a elipsoidului 
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şi a sistemului de proiecţie adoptat, racordarea triangulatiilor 
interstatale în general nu era posibilă. 

Geodezia clasică nu putea rezolva două probleme de 
bază: legarea triangulaţiilor intercontinentale între ele şi а 
acestora de centrul de masă a Pământului, Aceste probleme au 
putut fi rezolvate odată cu lansarea primilor sateliți artificiali şi 
respectiv cu perfecționarea Sistemului de poziționare globală 
G.P.S. 

Rezolvarea problemei fundamentale a geodeziei si 
anume determinarea formei şi dimensiunilor Pământului se 
poate realiza prin următoarele metode: 

- metode geometrice , care constau din măsurători de 
arce de meridian şi paralele, măsurători complexe în 
rețele de triangulatie , trilateratie si poligonometrie în 
scopul deducerii parametrilor de bază care definesc 
suprafaţa de referință; 

- metode dinamice (fizice) care se ocupă си 
determinarea accelerației gravităţii şi а variației 
acestuia, în scopul deterninării suprafeţei de nivel a 
câmpului gravitațional al pământului; 

- metode astronomo -geodezice şi cu sateliți artificiali ai 
Pământului „саге au ca scop determinarea directă a 
coordonatelor geografice ale punctelor geodezice şi 
respectiv determinarea coordonatelor geocentrice ale 
punctelor de staţie si ale sateliților. 
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||| 1.GEODEZIA ELIPSOIDALA 


! 1.1.Consideratii generale 


Geodezia elipsoidalà este știința care stabileşte 
parametri gcometrici si ecuaţiile parametrice ale elipsoidului de 
referinţă (suprafaţa matematică cu ajutorul căreia se asimilează 
suprafața Pământului) şi de asemenea studiază metodele de 
rezolvare a problemelor geodezice pe suprafața elipsoidului 
considerat. 

Pentru a face legătura cu literatura de specialitate, din 
alte țări, trebuie menţionat că „deși studiază aceleași probleme, 
geodezia elipsoidală, este întâlnită sub denumirea de geodezie 
matematică (Jordan W. şi Eggert О. 1958), geodezie 
geometrică ( Heiskanen W.si Moritz H. 1967) şi geodezie 
sferoidală (Zakatov 1976). 


VAN 


Suprafata 
suprafata sadi m, topografica 


Fig.1.1. Secţiune prin suprafața topografică 


Din punct de vedere geometric, suprafața fizică a 
Pământului (fig.1.1.) este neregulată. şi se numeşte suprafață 
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topografică. Pe această suprafață se execută toate măsurătorile 
geodezice care, în vederea calculelor şi a reprezentării 
suprafeței pe planul de proiecție, se reduc la suprafața 
elipsoidului de referință. 

Având în vedere că 2/3 din suprafața Pământului este 
acoperită de ape, iar cota medie a uscatului este de aproximativ 
700 m, neglijabilă în raport cu raza Pământului (6371 km), 
forma generală a Pământului este dată de suprafața apelor 
oceanelor $1 mărilor, in stare liniştită, prelungită imaginar ре 
sub continente. Această suprafaţă poartă numele de geoid 
(denumire introdusă de LB.Lising in 1873) şi reprezintă 
suprafaţa de nivel zero, față de саге se determină înălțimile 
punctelor. 

Geoidul reprezintă o suprafață de nivel care are 
proprietatea că în orice punct al său direcţia forţei de greutate, 
dată de firul cu plumb, este perpendiculară pe această 
suprafață Deoarece, direcţiile forței de greutate depind şi de 
acţiunea atracției maselor dispuse neregulat în interiorul 
Pământului, rezultă, că din punct de vedere geometric. „forma 
suprafeţei geoidului este foarte complicată şi nu poate fi 
considerată ca o suprafață matematică pe care să se execute 
diferite calcule în vederea rezolvării unor probleme geodezice. 

Neputând fi exprimată printr-o relaţie matematică, s-a 
căutat ca suprafața geoidului să fie substituită cu o altă 
suprafață mai simplă şi cât mai apropiată de ea. 

Pe baza cercetărilor teoretice şi a prelucrării datelor 
obţinute prin măsurători astronomo-geodezice, s-a constatat că 
cea mai apropiată figură matematică de geoid este elipsoidul de 
rotaţie. 

Pe baza măsurătorilor graduale, executate în vederea 
determinării elipsoidului Krasovski, s-a constatat că Pământul 
este de fapt un elipsoid triaxial, care are, pe lângă turtirea de la 
pol, o turtire la ecuator, la longitudinea vestică de 15.40. Acest 
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lucru face ca ecuatorul să nu mai fie un cerc ci, o elipsă care 
are între semiaxele sale o diferență de 69,5 + 0.8m. 

Utilizarea elipsoidului triaxial ar complica foarte mult 
calculele geodezice ^ si cartografice, motiv pentru саге 
Pământul este considerat un elipsoid biaxial. Pentru lucrările 
geodezice pe suprafeţe mici, în vederea simplificării calculelor, 
Pământul poate fi aproximat cu o sferă de rază medie. 

In (fig.1.1) sunt prezentate cele trei suprafeţe amintite 
mai sus:suprafata topografică, geoidul şi elipsoidul. Se constată 
că, în zona mărilor şi oceanelor elipsoidul se situează deasupra 
geoidului, iar în zona uscatului se găseşte sub geoid. 

Se constată, de asemenea că, într-un punct “A” situat pe 
suprafața topografică, verticala locului, dată de direcţia firului 
cu plumb, diferă de normala la elipsoid, aspect cunoscut sub 
denumirea de abatere de la verticală a normalei. 


1.2.Elipsoidul de rotaţie 


Pentru necesităţile geodezice şi cartografice curente, 
geoidul este aproximat cu elipsoidul de rotaţie „a cărui axă 
mică este paralelă cu axa de rotaţie a Pământului, iar centrul 
său geometric în apropierea centrului de masă a Pământului . 

Acest elipsoid este denumit elipsoid de referinţă şi este 
utilizat la un moment dat pentru rezolvarea problemelor 
geodezice. 

Măsurătorile efectuate іп vederea determinării 
dimensiunilor unui elipsoid de referință cât mai apropiate de 
cele ale geoidului, au dat valori în concordanță cu numărul de 
măsurători şi distribuția lor pe suprafața Pământului precum 81 
cu nivelul științei şi tehnicii la data respectivă. 

După opiniile unor geodezi, nepotrivirile în înălțime 
dintre geoid şi elipsoidul determinat şi poziționat în corpul 
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Pământului poate să ajungă până la 100-150m.Trebuie 
menționat, că abaterea suprafeței terestre față de geoid este 
mult mai mare şi este dată de cotele absolute ale punctelor 
suprafeţei fizice ale terenului. 

Месопсогдапјеје existente între suprafețele menţionate 
nu pot fi neglijate si de aceea „trebuie să se țină seama de 
nesuprapunerea acestor suprafețe. Din această cauză, datele 
măsurate direct pe suprafața topografică vor fi proiectate pe 
suprafața elipsoidului de referință „prin aplicarea согес ог 
aferente. După proiectarea datelor geodezice (unghiuri, 
lungimi, diferente de nivel) pe suprafața de referință se poate 
face prelucrarea matematică riguroasă, prin care se determină 
coordonatele unor puncte poziționate pe suprafața topografică, 
proiectate pe suprafața de referință. 

Suprafaţa de referință care aproximează cel mai bine 
suprafața geoidului şi a cărei axă de rotaţie coincide cu axa de 
rotaţie a Pământului, iar centrul său geometric coincide cu 
centrul de masă a Pământului se numeşte elipsoid terestru 
general. Acest elipsoid are o valoare de principiu, o noțiune 
teoretică, fiind limita către care tind determinările concrete ale 
elipsoizilor de referinţă. 

Іп decursul timpului, diverși geodezi au determinat 
diferite serii de valori ale dimensiunilor elipsoidului de 
referință. 

În tabelul 1.1 sunt date câteva din rezultatele cele 
mai importante ale dimensiunilor elipsoizilor de referință. 


în Români 
Bessel 1841 6.377,39715 1:299,1528 1873-1916 
Clarke 1880 6.378,243 1:293,465 1916-1930 


| Hayford 1909 | 6.378,388 1:297,0 1930-1951 
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Krasovski | 1940 |6.378,245 | 1:298,3 E 
WGS84 | 1984 | 6.378,137 |1:298,2572 | 1992- 


1.2.1.Scopul si importanţa elipsoidului de referință 


După cum este cunoscut toate măsurătorile geodezice şi 
topografice se efectuează pe suprafața fizică topografică a 
Pământului cu care ia contact în mod direct. 

Prelucrarea acestor măsurători urmăreşte în principal 
determinarea pe suprafaţa terestră a unor puncte geodezice de 
sprijin de prim ordin (ordinul 1) pe suportul cărora urmează a 
se determina punctele de ordinul II, Ш, IV, V şi în continuare 
punctele de detalii necesare la întocmirea planurilor 
topografice. 

Metodele de prelucrare aplicate în determinarea 
punctelor geodezice sunt: triangulatia,  trilateratia, — si 
poligonometria sau combinatii intre acestea, care se vor studia 
ulterior. 

Pentru punctele geodezice de ordinul I „măsurătorile 
efectuate pe suprafața topografică se raportează la suprafața 
elipsoidului de referință, iar pe aceasta din urmă se vor efectua 
calculele necesare. 

În unele cazuri de precizie mai mică, suprafaţa 
elipsoidului se va putea înlocui, pentru prelucrarea 
măsurătorilor şi cu suprafața unei sfere de rază medie. 

Rezultă că suprafaţa elipsoidului de referință este 
utilizată în stabilirea rețelelor geodezice de sprijin, faţă de саге 
se dezvoltă lucrările geodezice ulterioare într-un sistem unitar 
şi omogen. 
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Calculele necesare pentru determinarea punctelor 
geodezice de ordinul II — V se efectuează pe o suprafață plană. 

Fiind realizată o reţea de puncte geodezice, саге іа іп 
considerare forma curbă a Pământului, există o bază ştiinţifică 
de redactare a planurilor topografice, deci de ridicare cu 
precizie a suprafeţelor de orice mărime. De asemenea, 
ridicările geodezice de precizie sunt importante şi în diferite 
studii inginereşti, la proiectarea diferitelor obiective şi la 
aplicarea lor în teren. 


1.3.Sisteme de coordonate utilizate în geodezie 


Sistemele de coordonate utilizate în geodezie se 
clasifică după mai multe criterii, prezentate pe larg în [10]. 

După Сиди [12], acestea se clasifică în sisteme naturale 
şi convenţionale, care la rândul lor se împart în sisteme globale 
şi sisteme locale. 


1.3.1.Sistemul de coordonate naturale 


Sistemele naturale exprimă modalitatea de definire a 
coordonatelor în raport de mărimi naturale , iar pe de altă parte 
indică legătura dintre acestea şi procesele de măsurare. 


1.3.1.1.Sistemul cartezian geocentric 


Sistemul natural global geocentric are originea în 
centrul de masă a Pământului, axa Z pe direcţia axei de rotaţie 
a Pământului, axa X pe direcţia meridianului astronomic 
Greenwich, iar axa Y spre est (fig. 1.2). 
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Fig. 1.2. Sisteme de coordonate naturale 


De menţionat că direcția axei Z se mai notează cu CIO 
( Conventional International Origin) şi defineşte poziţia medie 
a polului pentru perioada 1900-1905. 

Axa X este situată pe direcţia meridianului astronomic 
mediu al punctului Greenwich, motiv pentru care se mai 
notează cu GAM. 

Un punct “P” situat pe suprafața fizică a Pământului 
este determinat prin coordonatele carteziene geocentrice X,Y, 
7. sau diferente de asemenea coordonate, obținute pe baza 
măsurătorilor satelitare din sistemul GPS, Glonass şi în 
perspectivă Gallileo. 

Acelaşi punct poate fi determinat prin coordonatele 
astronomice “ФА”, completate cu altitudinea ortometricá 

”. Aceste coordonate se numesc coordonate astronomice 
globale, deşi “HOR” nu este dedusă prin metode astronomice. 
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Prin “Ф” s-a notat latitudinea astronomică şi reprezintă 
unghiul format de verticala ce trece prin punctul “P” cu planul 
ecuatorial. 

Prin “Л” s-a notat longitudinea astronomică şi 
reprezintă unghiul diedru format de meridianul astronomic ce 
trece prin Greenwich cu meridianul astronomic al punctului 
ер 

НОК. reprezintă înălțimea pe verticală dintre proiecția 
pe geoid a punctului “P” ( Ро) şi punctul “P” situat pe suprafața 
topografică (fig. 1.2.), 

Coordonatele astronomice “Ф” şi “A” determină poziția 
verticalei în punctul considerat, iar prin calarea teodolitelor în 
punctele de staţie se aduce axa principată a acestora în poziţie 
verticală, încadrând astfel observaţiile geodezice în sistemul 
natural de referinţă. 


1.3.1.2.Sistemul astronomic local 


In sistemul local (topocentric), originea coordonatelor 
se găseşte în punctul de stație considerat ^P". Sistemul se 
caracterizează prin: 

> Dispunerea axei “Z,” după tangenta la linia de forță, 
către zenitul astronomic. 

> Poziționarea planului X,Y, perpendicular pe direcţia 
gravitaţiei, considerent pe baza căruia este denumit şi 
plan orizontal. 

У Axa "X," este situată în meridianul astronomic al 
punctului considerat, cu sensul pozitiv pe direcţia nord, 
iar axa "Y," este îndreptată pe direcţia estului 
astronomic. 

In raport cu topocentru poziţia oricărui punct învecinat 
“R” poate fi exprimată prin coordonatele carteziene 
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astronomice locale Xar,Yar, Zar, care se pot calcula din 
măsurătorile geodezice: 
> D°- distanţa înclinată dintre cele două puncte; 
> а — azimutul astronomic, care este unghiul format de 
direcţia nordului astronomic cu direcţia PR; 
> 0 — unghiul zenital,format între verticala locului si 


direcţia de viză PR. 
cu relația: 
Xa cosa sin Z^ 
Ү |-D"| singsing” (1.1) 
Za сове" 


1.3.2.Sistemul de coordonate convenţionale 


Aceste sisteme , se definesc în raport cu elipsoidul de 
referință pe care se proiectează rețelele geodezice de sprijin, de 
ordin superior. Dacă sistemul natural de coordonate se 
raportează la procesele de măsurare, sistemul convenţional de 
coordonate se raportează la procesele de calcul. 


1.3.2.1.Sistemul global elipsoidal 


Sistemul global elipsoidal are originea O, în centrul 
elipsoidului de referință, centru situat în apropierea centrului de 
greutate a Pământului. Axele sistemului global elipsoidal au 
anumite unghiuri de rotire ( £ .., £, 2, ), faţă de axele sistemului 


global geocentric. 


GEODEZIE 
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Poziționarea sistemului global elipsoidal în interiorul 
sistemului global geocentric constituie una din problemele 
fundamentale ale geodeziei. 


Fig.1.3.Sisteme de coordonate convenţionale 


Poziţia unui punct “P”, situat pe suprafața fizică a 
Pământului poate fi definit prin coordonatele carteziene 
X,Y,Z în raport cu originea О (fig.1.3). 

Poziţia aceluiaşi punct poate fi definită prin 
coordonatele globale elipsoidale “В”, “L”, «prs. în care: 

> Latitudinea geodezică “В” este unghiul format de 
normala la elipsoid dusă din punctul “P” cu planul 
ecuatorial. elipsoidal. 

> Longitudinea geodezică *L" este unghiul diedru format 
de meridianul Greenwich cu meridianul punctului “P”. 
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> Altitudinea elipsoidalá “HE” este înălțimea pe normală 
între punctul “Р” şi proiecția lui pe elipsoid” Ру”. 
De menţionat că în unele tratate coordonatele geodezice 
“В”, “L” se notează cu “0”, “A” şi se numesc coordonate 
geografice geodezice. 


1.3.2.2. Sistemul elipsoidal local 


Prin analogie cu sistemul astronomic local se poate 
defini sistemul elipsoidal local (fig.1.3), în care punctul de 
staţie “P” este originea sistemului, iar direcţia pozitivă a axelor 
de coordonate se prezintă după cum urmează: 

> Axa"Z," este orientată după normala la elipsoid dusă 

din punctul considerat “P”, către zenitul geodezic; 

> axa "X," este situată în meridianul geodezic al 

punctului “P”, orientată spre nordul geodezic; 

> axa “Yg” este orientată spre estul geodezic, 

Poziția unui punct “К” poate fi definită prin 
coordonatele elipsoidale polare locale DY, A, (E, în саге: 

> D° — distanţa măsurată înclinată; 
> A — azimutul geodezic; 
> Ç -unghiul zenital elipsoidal. 

De asemenea poziția punctului “R” poate fi definită 
prin coordonatele rectangulare locale Ха, Үр, Zen. Intre cele 
două sisteme de coordonate se pot scrie relații de forma (1.1). 


1.4.Parametri elipsoidului de referință 


Considerând suprafața elipsoidului de referință ca 
suprafață a unui elipsoid de rotație, ce rezultă prin rotirea unei 
GEODEZIE 
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elipse meridiane în jurul axei mici, atunci ecuația elipsei 
meridian situată în planul хо? (fig. 1.4) este dată de cunoscuta 
relație: 


ey (1.2) 
în care: 

a — semiaxa mare a elipsoidului (ecuatorială ); 

b — semiaxa mică a elipsoidului (polară) . 

In consecință, elipsoidul de rotaţie poate fi definit, 
geometric, prin minim doi parametri, dintre care, în mod 
obligatoriu, unul este liniar.In continuare se vor prezenta 
parametri geometrici ai elipsoidului de rotaţie şi relațiile 
derivate necesare în calculele geodezice: 


L a -semiaxa mare (raza ecuatorială); 
РА b -semiaxa писа; 
3. а бон geometrică; 
a 
4. е- - prima excentricitate; 
GEODEZIE 
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РЕЈ 1+е? = | в + i -1> е? - е (1.8) 
5 e'= p 5 doua excentricitate; 1-е ње 1-е 
5 Бе da! +b - excentricitatea liniară; „Din relația (1.3) prin ridicare la pătrat, ținând seama de 
Ёё (1.4) şi considerând f ^—0, se poate scrie: 
T с=— - raza de curbură polară. 
b p „а a 
Primii trei parametri se numesc parametri geometrici (I-fy-—21-2/-f'-— 22f-I---e 
principali, iar pentru definirea elipsoidului de rotatie se = а а " 
utilizează, de regulă, semiaxa mare şi turtirea geometrică. (1.9) 
Relaţiile scrise între parametri geometrici 3,4 şi 5 рог . » ы 5. 
avea si alte forme după cum urmează: Din relaţia (1.9) se calculează turtirea din prima 
excentricitate: 
b b 
z]--.2.1-f-2— 1.3 2 
7 а 7 а aa f= E (1.10) 
i b? , 6 2 
e -b 9 1-е = (1.4) 
d a EEE ШЕ (1.5) 1.5.Ксиаййе parametrice ale elipsoidului de 
b b rotatie 
Din (1.3) se poate calcula semiaxa mică în funcţie de Raportá на М i А 
" dioe n portánd elipsoidul de rotație la sistemul de referință 
semiaxa mare şi turtirea geometrică: oxyz (Пр.1.5) se disting următoarele elemente: 
> EE, — ecuatorul; 
ӛ-а(-/) (1.6) > PGP' — meridianul origine; 


> ЕЕ - му». 
Din (1.4) şi (1.5) rezultă: БА = paralele punctului "МЕ; 
> V - normala la suprafaţa elipsoidului în punctul 
i а ма 
1-е EU d ë=- z> f= (17) > T,- tangenta în “Mo” la curba neridiană; 


> T, - tangenta în “Mo” la paralelă. 
In mod similar se poate scrie: 


GEODEZIE 
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Poziţia punctului “Mo” poate fi stabilită prin 
coordonatele rectangulare XYZ, sau prin coordonatele 
geografice elipsoidale B,L. 


Fig. 1.5.Elipsoidul de rotaţie 


Sub formă implicită, ecuația unui elipsoid biaxial de 
rotaţie este dată de relaţia: 


2 2 
CM * (1.11) 


In mod frecvent, in geodezia elipsoidală se operează cu 
ecuațiile parametrice. 

A stabili ecuaţiile parametrice ale elipsoidului de 
referință înseamnă a stabili o corespondenţă între cele două 
sisteme de coordonate , de forma: 


X-£(B, L) 
Y-f£(B,L) (1.12) 
Z-f(B) 
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In acest scop considerăm elipsa meridiană ce trece prin 
punctul “Mo”. de coordonate curente x, 2 care verifică ecuaţia: 


> а 


EE. 
а Б 


1 (1.13) 


Diferentiind ecuaţia (1.13) se obține: 


2xde 224 _ 


7 + pă 0 (1.14) 


Fie un punct “Мо” situat la distanța elementară faţă de 
punctul “Mo” (fig.1.6). Acestui punct îi corespund față de 
punctul “Мо” creşterile în coordonate — dx şi dz. 


Fig. 1.6.Ecuaţiile parametrice 
ale elipsei meridian 


Creşterea coordonatei “х” a punctului “Mo” este 
negativă pentru faptul că , la o creştere a latitudinii ^B" odată 
cu deplasarea punctului din “Mo” în “M, "distanța О»Мо scade. 
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În triunghiul dreptunghic elementar М „ММ, se poate 
considera arcul ММ, ca fiind un element liniar şi în 
consecinţă putem scrie: 


t. dni E ыз, (1.15) 
ds ds 
Dacă se împarte ecuaţia (1.14) prin 2ds şi se ia în 
considerare relatia (1.15) se otine: 


-sin B+ cos B =0 (1.16) 


Ínmultind (1.16) cu а? se obţine : 
а? 
-xsin B+ 720088 =0 (1.17) 
Conform relațiilor (1.5) şi (1.8) ecuația (1.17) devine : 
-xsin B+ cosB=0 (1.18) 


1-е 


z-x(I-e^)tgB (1.19) 


Plecánd de la ecuatia elipsei meridian (1.13), inmultind 
cu а? si luând în considerare relaţiile (1.5) si (1.8) se obţine: 


ФЕОРЕЛЕ 
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sah (1.20) 


Inlocuind în relaţia (1.20) relaţia (1.19) se obţine: 
ха (1-е јр В = а? (1.21) 
Inlocuind tangenta în funcţie de sin si cos se obține: 


x'cos?B +х?віп?В - xe^sin'B = a*cos"B 


(1.22) 
sau: 
x" (I-e'sin?B) = а?со8В (1.23) 
de unde : 
acos В (124) 


En T е 
М-езш? В 
Înlocuind pe “x” din (1.24) în expresia (1.19) obţinem : 


-e)s 
40 е )за В 


М-езш? В 


Pentru scrierea mai concentrată şi pentru uşurarea 
calculelor practice se utilizează notatiile: 


VI-e sin” B =W 
е" cos? ВИ 


(1.25) 


(1.26) 
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şi cu acestea , ecuațiile (1.24) şi (1.25) devin 


_acosB 
ЕД 

12 
--40-еӘсовВ о 
ЕНЕ 


Expresiile (1.27) reprezintă ecuaţiile parametrice ale 
elipsei meridiane. 
Analizând fig. 1.5 se poate scrie : 


X=xcosL 


Y-xsinL (1.28) 
2-2 


Inlocuind expresiile (1.27) în (1.28) obținem ecuaţiile 
parametrice ale elipsoidului de referință: 


_ асоѕ Всоз/, 
(А 

NISI (129) 
wW 

z- a(1—e")sin В 

Ww 


X 


Р 


Ecuațiile parametrice ale elipsoidului de rotaţie (1.29) 
se mai pot exprima în funcţie raza polară “c” şi funcția 
auxiliară “V”, plecând de Та relaţia (1.26): 
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e? 
ње“ 


42 2 
see ay: (1.30) 


W? = 1- e'sin'B-1- (1—cos? B) = 


Introducánd relaţia (1.4) in (1.30) se obţine 


ы 
Ww = SU (131) 


Efectuând radical si inversánd relaţia (1.31) se obține: 


1 а! 
—= а 132 
W by? (190) 
Inmultind relaţia (1.32) си semiaxa mare “a” şi ținând 


«ү, 


seama de expresia razei polare *c"rezultá: 


а #1 с 


== == 1.33 
Ж bY F нз) 
In baza egalității (1.33), ecuaţiile (1.29) devin : 
ccos B cos 
E aum 
y -ESB osL (134) 
y 
z- ccos B cos Г. 
y 


GEODEZIE 


26 ELEMENTE DE GEODEZIE ELIPSOIDALĂ 


1.6. Razele principale de curbură 


Considerând punctul “S”, pe suprafaţa elipsoidului de 
referinţă. (fig.1.7), prin acest punct pot fi duse o infinitate de 
curbe, din care două curbe se numesc principale. Este vorba de 
curba meridiană şi de curba normală la aceasta, denumită curba 
primului vertical. 

Aceste curbe, în punctul “S” au raze de curbură diferite, 
astfel curba meridiană cu centrul de curbură în punctul “О” 
are raza de curbură “M”, iar curba normală la curba meridiană, 
cu centrul de curbură în punctul “O”, are raza de curbură “N”. 


Fig.1.7 Razele de curbură 


Razele de curbură “М” şi “N” se numesc raze 
principale de curbură, cunoscute şi sub numele de raza mică şi 
raza mare. Oricare altă curbă ce aparţine infinitátii de curbe 
concurente în punctul “S” va avea raza de curbură 
corespunzătoare “Ед” a cărei valoare se află cuprinsă între “М” 


ПЯООЕТЕ 
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şi “N”. Indicele razei de curbură arată faptul că, în punctul “S”, 
curba considerată are azimutul geodezic “А”. 

Aşadar, într-un punct oarecare considerat pe suprafața 
elipsoidului de referință există o infinitate de raze de curbură , 
corespunzătoare infinitátii de curbe situate pe suprafața 
elipsoidului şi concurente în punctul respectiv. Valorile 
extreme ale acestor raze sunt date de razele principale. 

În calculele geodezice intervine şi aşa numita rază 
medie “Rm”, a cărei valoare se obţine pe baza valorilor tuturor 
razelor de curbură existente în punctul respectiv. 

În cele ce urmează se vor stabili expresiile razelor de 
curbură M, N, Ra şi Rm- 


1.6.1. Raza de curbură a elipsei meridiane “М” 


Elipsa meridiană se obţine prin intersecţia unui plan 
normal pe elipsoidul de rotaţie ce cuprinde axa de rotaţie (trece 
prin cei doi poli). 

Considerăm un punct oarecare “Mo”, pe suprafața 
elipsoidului de referință, de latitudine *B" si elipsa meridiană 
ce trece prin acesta (fig. 1.8 ). 


Fig.1.8. Raza elipsei meridiană 
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Pe elipsa meridiană se consideră punctele “Mo” de 
latitudine “В” şi “ M, "de latitudine B+dB, situate la o distanță 
elementară “ds” unul față de altul. 

Elementul de arc de elipsă M,M, se aproximează cu un 
arc de cerc de rază “М”, şi în acest caz se poate өспе că 
lungimea arcului este egală cu raza ^M" deinmultitá cu unghiul 
la centru dB: 


ds =M -dB (1.35) 


Din relația (1.35), ridicată la pătrat, se calculează raza 
mică de curbură: 


м?- = (136) 
Revenind la fig. 1.6 se observă са : 
ds?- dx? + dz (1.37) 
Inlocuind relația (1.37) in (1.36) se obține 
мМ? = а (1.38) 
sau 
и-[=]:(] ә 
Derivând ecuaţiile (1.27) în raport cu latitudinea "B" se 
obţine: 
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Ж 7 d[-sin B(1-e2sin? DE 4 


dB 
1 за Lm au 

+2906 В1-е sin“ В)? 2e^ sin BcosB]= 

Р 1 ecos В ii 
и 1- 95 Up ce c B= 
Е ағар 1-0-6 sin? B) e^ cos! B]= 
_ asin B(1—e") 
UC 


(1.40) 


In mod analog se calculează si cealaltă derivată, in 
urma cáruia se obtine: 


ж. а(! -е)сов В 


= aa) 


ј Inlocuind relaţiile (1.40) şi (1.41) în (1.39) se determină 
expresia razei de curbură a elipsei meridiane: 


а1-е 
M= =: A (142) 


Mentionàm cà tinánd seama de (1.33) se poate 
demonstra relația: 


a € 


m Paz (1.43) 


GEODEZIE 


| mE 


30 ELEMENTE DE GEODEZIE ELIPSOIDALĂ 


In acest fel se confirmă modul de exprimare al elipsei 
meridian în funcție de raza polară şi funcția auxiliară “У?”. 

Tinând seama de expresiile de calcul ale funcțiilor 
auxiliare “W” şi”V”, rezultă cá raza de curbură а elipsei 
meridiane este funcţie de latitudinea punctului în care se 
determină şi aceasta variază de la ecuator la pol. 


My аар) (144) 
Je sin? 0^) 
АНИ So NM EL 
(е sin? 90" (1-е 
| (1.45) 
а а а а 
a a тығы 


1.6.2.Raza de curbură а primului vertical “N” 


Considerăm din nou punctul “Mo” de latitudine “B” şi 
elipsa meridiană ce trece prin el (fig. 1.9). Secţiunea normală а 
primului vertical este perpendiculară pe secțiunea elipsei 
meridiane. 

Dacă “г” este raza paralelei geografice pe care se află 


punctul considerat şi dacă această rază este pe direcţia axei “x 
(r = 5), atunci din triunghiul dreptunghic M,O,O, rezultă: 


r x 
N- - 1.46; 
cosB со5В 1148) 
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. In (1.46) se înlocuieşte “x” cu expresia din (1.27) si sc 
obţine : 


N= = (1.47) 


Fig.1.9. Raza primului vertical 
я „Raza mare de curbură este funcţie de asemenea de 
latitudinea punctului în care se determină şi variază de la 
ecuator la pol, astfel: 


а 


М, = т-д 

е2 віп2 o (1.48) 
Ме = E CN NN NM A NT 
"S Wi-e'sin 905 өле” (589) 


Din relaţiile (1.48) şi (1.49) ве remarcă faptul că la 
ecuator raza mare de curbură este egală cu semiaxa ecuatorială, 
iar la pol este egală cu raza polară “с”, care este mai mare decât 
semiaxa ecuatorială “a”, 
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Comparând relaţiile (1.46), (1.47) cu (1.48) (1.49) se 
constată că NZM. 


1.6.3.Raza de curbură a unei secţiuni normale în 
funcţie de azimut 
Dacă într-un punct oarecare “Мо” considerat pe 
suprafaţa elipsoidului de referință se duce o curbă oarecare de 
azimut geodezic “A”, atunci raza de curbură a acesteia va fi 
* R4" (fig. 1.10). 


Fig.1.10.Raza de curburá de azimut dat 


Pentru a stabili expresia ce o defineşte, sectionám 
suprafata elipsoidului cu un plan perpendicular pe normala 
punctului “Mo” si situat la distanța 4z de acesta. 


Fig.1.10.a. Elipsa de sectionare 


ШЕРДІ 
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Se va obţine o elipsă de secțiune ale cărei semiaxe pe 
direcţiile curbelor principale le notăm cu QE" gi а 
(fig.1.10.a). 

Pe baza elementelor geometrice existente în planul 
elipsei meridiane a punctului “Mo” (fig.1.10.b) se poate scrie : 


т? = М? - (M - Az)! = 2MAz - Az? (1.50) 


In relaţia (1.50), termenul 427 este foarte mic in raport 
cu raza de curbură “M” si se neglijează, десі: 


т? = 2MAz (1.51) 
În mod analog, considerând elementele geometrice din 


planul curbei normale la meridian şi din planul curbei de 
direcţie “A”, obținem : 


п? = 2NAz 
s! -2RAAz 


(1.52) 


Fig.1.10.b.Adâncimea planului de зесПопаге 


Din egalitátile (1.51) şi (1.52) rezultă : 
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34 ELEME 


Analizând expresia (1.58) din punct de vedere al 


M. з? factorilor componenti se constată că, raza de curbură a unei 
Ape aie 2R (1.53) curbe de azimut geodezic “А”, este funcţie de raza mare şi raza 
2 a 


mică de curbură, implicit de latitudinea punctului în care se 
determină şi de azimutul geodezic “A” ce poziţionează curba 
pe suprafaţa elipsoidului. 

Din punct de vedere al mărimii razei “RA” în raport cu 
razele principale de curbură se constată că: M <А, <N. 


Acest lucru se obține prin introducerea іп (1.58) a expresiilor 


Dacă raportăm elipsa de secțiune la sistemul particular 
de coordonate, Е, m, atunci coordonatele punctului Mi", 
verifică ecuaţia : 


g 4. di (1.54) de calcul a razelor principale de curburá la ecuator si la pol. 
т т 
însă: 
Е =5с05 А (1.55) Е 
n >ssin A 
_ ай-е?) -„——=——(1-е*) 
putem scrie: E wW - vVl-e sin’ В 
| W cos? А c (1-e?)sin^ A (1-е? sin? B)cos? 4? +(1-e°)sin? A 
2 со А s?sin' А 
s = ае аи, (1.56) (1.59) 
Ecuatia (1.56) , în baza seriei de rapoarie egale (1.53), Pentru B=0 relaţia (1.59) devine: 
devine : = ай-е) . ай-е) _ v? 
сова dui 1 (157) ^ cos? 42+(1—е2)зіп? А 1-ейбіп A 1-e° sin? A 
2AM 2AN ЗАК, пар 


In relaţia (1.60), numitorul fiind subunitar „rezultă 


n 2 3 i itor in 
de unde prin înmulțirea cu 2Az sí aducerea la acelaşi numito RAM, la ecuator, sau pentru А=0 rezultă RA-M. 


partea stângă a egalităţii (1.57) se obține: Pentru B=90 relaţia (1.59) devine: 
— ЖЕБЕ (1.58) 
Ra = Noos As Маш? A 


GEODEZIE 
GEODEZIE 


ананна a = 


36 ELEMENTE DE GEODEZIE ELIPSOIDALĂ 
ай-е?) 
R = 1-e di 
ай-е?) (1.61) 
2 
l-e CU жы 
=-= =F го» 
1-е l-e b b 
a 


1.6.5. Raza medie de curbură “Ra” 

Raza medie de curbură într-un punct oarecare situat pe 
suprafața elipsoidului de referință se determină ca medie 
aritmetică a razelor de curbură “RA” corespunzătoare curbelor 
ce trec prin acest punct. 


ва 1 УК, când п— о (1.62) 
пт 


Considerând că, între două curbe vecine există un unghi 
elementar Да, numărul curbelor şi deci al razelor de curbură va 
fi: 

j- (1.63) 

Astfel expresia razei medii de curbură scrisă prin 
trecerea de la sumă Ја integrală devine : 
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l ил 
R == |, dA (1.64) 


Având în vedere simetria ce există in raport cu direcţiile 
principale, determinată de curbele principale, putem considera 
doar razele de curbură cuprinse între 0* şi 90°. Astfel putem 
scrie: 


A 
R, “~ У R,dA (1.65) 


Inlocuind în ( 1.65) expresia razei de curbură a unei 
curbe de azimut “A” dată de relaţia (1.58) se obţine : 


ще JAN 


и 6 
л" Ncos! A+ М sin? А п) 


Pentru rezolvarea integralei se aplică câteva artificii de 
calcul , după care se trece la schimbarea de variabilă. Artificiile 
de calcul constau din împărțirea expresiei de sub integrală prin 


Ncos^A şi exprimarea lui “М” în funcţie de им P 1 


M ал 
Ммм | 44 
М сов А 

2 


(1.67) 
M 

1 2 

414 ig | 


3 А 
R, = zi 


Se noteazá : 
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бал; 0</< ; pentru osas? (1.68) 


iar diferenţiala acestei variabile cu: 


M dA 
dt = | —— 1.69 
N cos A те) 


Introducând (1.69) şi (1.68) їп (1.67) se obţine: 


Ка = 


“= 2 JMN laret (2); = 


(1.70) 


91-2 


„2 ДЕН o Rar 


Exprimând razele principale de curbură “М” şi “N” în 
funcţie de raza polară şi funcţia auxiliară “V”, date de (1.42) şi 
(1.47), raza medie de curbură (1.70) devine: 


К, = == (1.71) 


Raza medie de curbură este funcție де latitudinea 
punctului în care se determină şi variază de la ecuator la pol. 


Astfel: 
с с с с 
Ку = кат = ^ ЕД = T = 7 =b (1.72) 
1-е 1-е p 
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— ыы (1.73) 
Ra = Tre cos b | 


1.7.Lungimea arcului de meridian 


Considerând egalitatea (1.35), se poate stabili lungimea 
arcului de meridian cuprinsă între două puncte “51” şi “53” de 
latitudini “В şi “B2”, situate pe elipsoidul de referinţă: 


8 = Ге = f; Man (1.74) 


Introducând în (1.74) expresia razei mici de curbură se; 
obţine : 


Si-a(-e)f'(-ese в) ap — (175) 


Integrala obținută poate fi rezolvată, utilizând 
dezvoltările în serie ale expresiei de sub integrală. 


Astfel: 
(1-е sin? p) ^ 214603) 3 e“ sin” EB e wc 5ci- pf sin LN 
„суб 65 -9С з ез As 


2 
КЕМЕГЕ ael "Wn Beo ал) 


BITE 
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2sin? В =1-—соз2В — sin! B= 1-1 сов28 (1.77) 


2 
sin* B-| 1 Теовов| =2-1со2В+1соза4В (1.78) 
272 872 8 


o(a) (она) (2) знав (1.79) 


“3 
+ -los2B == -15 дй. ы cos4B — 1 cos6B 
2 16 32 16 32 


Inlocuind relaţiile (1.77), (1.78), (1.79) în relatia(1.76) 
se obtine: 


3, 
(1e sin? B) ^ = A'- B'cos28 + C'cos4B - 
— D'cos6B + E'cos8B... 


(1.80) 


în care expresiile coeficientiilor А”, B^ ,...E'au fost calculate 

de Bagratunii (1962) şi sunt prezentate în cele ce urmează: 
aș Ba 4-45 ә , 11025. 1025 9 

4 64 256 16384 

= Aa Bg 4223 n] е + 

4 16 512 2048 
С! Da mos 2203, e... 
64 25 409% 


в! 
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2.39 6. 915 УШ 
512 2048 
ur а 
== gh 
16384 
(1.81) 


În limita aproximatilor acceptate, integrala(1.75) 
devine: 


p ' 
Sia СЕС 2B, —sin2B,)+ 
р 


фа АВ, —sin 4B) 2-08 6B,-sin6B)« (1.82) 


+E (oin 8B, -чова)) 


Se înlocuiesc coeficienţii А B....E cu noile valori date 
de produsul acestora cu parametri elipsoidului de referință , зе 
obţin expresiile noilor coeficienți: 


P-a(i-e)40-a(1-8)7. в-а(-е) E 


> ШЕ 


(1.83) 
S-«(i- e) T. r-a(1-e) г 


Relaţia de calcul а lungimii arcului de meridian între 
punctele menţionate anterior va avea următoarea formă: 
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o 
Ж (8-8) -Q(sin2B, —sin2B,)+ 

p 
+R(sin 4B, —sin4B,)— -S (sin 6B, -sin 6B, ) + 


+T (sin8B, —sin8B, )—... 


(1.84) 


Observaţii: 
> pentru necesităţile practice dezvoltările în serie se 
realizează până la termenul care contine e°; 
> în relaţia de calcul a coeficientului ^P" nu a fost 
introdus factorul de transformare “p” întrucât valoarea 
acestuia variază de la grade sexagesimale la сеје 
centezimale pentru grade, minute sau secunde şi în 
acest caz împlicit şi coeficientul “P” ar lua valori 
diferite. 
Pentru a calcula lungimea unui arc de meridian de la 
ecuator până la poziţia unui punct de latitudine “В”, în relaţia 
(1.83) se consideră B,-0, iar B;-B, astfel se obține: 


o 
5,4 = PP. Qsin2B 4 Csin4B— Dsin6B + Esin8B — (1.85) 
p 


Pentru elipsoidul Krasovski şi W.G.S.84 valorile 
calculate ale coeficienţilor (1.81) sunt prezentate în tabelul 1.2, 
iar pentru coeficienții din relaţia (1.83) în tabelul 1,3, 
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о 0.000000020808196 | 0.000000020817179 
E 0.000000000038591 | 0.000000000038613 
Tabelul 1.3 
Coeficienţi | ^ Krasovski[m]___| ^ WGS.84jm] | 
P 6367558.496817900 | 6367449.145766540 
[ a 16036.480221834 | — 16038.508614987 
R 16.766413165. 16.770934156 | 
5 0.021971904 0.021980996 
T 0.000030562 0.000030579 | 


Atunci când, Та calculul coeficientului “Р” se ține 
seama de factorul de transformare “p”, de la grade, minute sau 
secunde la radiani, valorile acestui coeficient sunt prezentate în 
tabelele 1.4 si 1.5.Valorile celorlalţi coeficienți se regăsesc în 


Tabelul 1.2 
Coeficienti Krasovski W.G.S.84 
А 1.005051773893630 | 1.005052501779130 
в 0.005062377645064 | 0.005063108582191 
с 0.000010585604075 | 0.000010588647947 


tabelul 1.3. 


Tabelul 1.4 
Coeficient | __Krasovski [m] | WE5.84 [m] | 
p 111134.861082813 | 111132.952546927 
Р 1852.247684714 | 1852.215875782 
Р 30.870794745 30.870264596 
Tabelul 1.5 
Coeficient | _ Krasovski [m] WGS.84 [m] 
P? 100021.374974532 | 100019.657292234 
Ре 1000.213749745 | 1000.196572922 
ре 10.002137497 10.001965729 
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1.8. Lungimea arcului de paralel 


Pe o paralelă de rază "r" şi de latitudine “В” se 
consideră punctul *P;"de longitudine “L” şi punctul“P>” de 
longitudine L+dL , (fig.11). În această situaţie, longitudinea 
arcului elementar de paralel va fi dată relaţia : 


di-rdL (1.86) 
Atunci când, punctele “Ру” si “P2” se află la o distanță 
finită, longitudinile lor fiind “L,” şi “Lz” se poate stabili 


lungimea arcului de paralel integrând egalitatea (1.86), 
respectiv : 


lar | du ARI (1.87) 


Fig.1.11 Lungimea arcului de paralel 
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1.9.Sectiuni normale pe elipsoid 


Considerăm două puncte oarecare "S," si “8° pe 
suprafaţa elipsoidului de referință de latitudini şi longitudini 
diferite (fig.1.12). 


Fig, 1.12 Secţiuni normale pe elipsoid 

Normala în punctul “5,” împreună cu punctul “Sz” 
determină un plan normal la suprafaţa elipsoidului, pe care o 
intersectează după linia 51452, numită secțiune normală directă 
în punctul *8;". 

Normala în punctul “S,” împreună cu punctul "S," 
determină un plan normal la suprafața elipsoidului pe care o 
intersectează după linia $081, numită secţiune normală directă 
în punctul “Sz”. 

Secţiunea normală directă “S,” este secţiunea inversă 
faţă de punctul *S;" şi de asemenea secțiunea normală directă 
din “9” este secţiune inversă faţă de punctul “S1”. 

În general secţiunile normale din punctele “S,” şi "S" 
se numesc secțiuni normale reciproce. 
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Sectiunile normale reciproce ie realizate concret în 
observaţiilor geodezice unghiulare. 

a терен pepe anu анын staționat în 
punctul “81” coincide cu normala acestui punct, atunci linia de 
observaţie din ^S," către “52" se află în planul normal care 
determină secțiunea normală directă. În consecinţă, 
corespunzător acestei linii de observaţie. pe suprafaţa 
elipsoidului rezultă secțiunea normală directă din E . 

În acelaşi mod, pentru linia de observaţie realizată din 
“52” către “Sı” дует pe suprafaţa elipsoidului secțiunea 
normală directă din “527. А 

Un caz particular а зесиштог normale reciproce este 
atunci când cele două secțiuni coincid şi acest lucru se întâmplă 
când punctele de viză sunt situate pe același meridian sau pe 
acelaşi paralel. | 

Dar, considerând cazul general şi admițând că ре 
suprafața elipsoidului de referință există trei puncte de 
latitudini si longitudini diferite , prezenţa secțiunilor normale 
reciproce conduce la concluzii importante din punct de vedere 
geodezic. 

Fie aceste puncte notate cu “8, "Sj", gi "Sj". 
(fig.1.13). 


Fig.1.13-Secţiuni normale 
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Punctele considerate determină în principiu un triunghi 
pe suprafaţa elipsoidului. 

Măsurătorile geodezice efectuate în punctele de vârf ale 
triunghiului conduc fa obținerea unghiurilor “a”, "B^, "y" саге 
sunt definite de secţiunile normale directe. Este simplu de 
observat că aceste unghiuri mu aparțin unui triunghi bine 
definit. 

Din această cauză se impune a fi înlocuite secțiunile 
normale reciproce cu linii unice . 

Aceste linii, evident că vor conduce la obținerea unui 
triunghi bine definit . 

Geometric, ele sunt linii geodezice ale căror proprietăţi 
şi poziţie faţă de secţiunile reciproce urmează a fi tratate în 
continuare. 


1.10.Linia geodezică 


Fără a analiza din punct de vedere matematic linia 
geodezică sunt necesare totuşi câteva precizări de ordin 
geometric legate de aceasta. 

Linia geodezicá între două puncte situate pe suprafaţa 
elipsoidului reprezintă o curbă unică şi de lungime minimă. 

Dacă suprafaţa Pământului se consideră o sferă, arcele 
de cerc mari sunt linii geodezice, iar dacă suprafața se 
consideră plană pe anumite porţiuni, liniile geodezice sunt linii 
drepte . 

De menţionat că cercurile mari se obțin prin intersecția 
sferei cu un plan normal ce trece prin centru sferei, sau prin cei 
doi poli. 

Poziţia liniei geodezice faţă de secţiunile normale 
reciproce este bine definită în sensul că este mai apropiată de 
GEODEZIE 
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secţiunea normală directă şi mai depărtată de secțiunea normală 
inversă. 

Liniile geodezice пи au echivalent în cadrul operațiilor 
geodezice de teren, ci intervin doar în procesele de calcul. 

Pe directa meridianelor secţiunile normale reciproce 
coincid cu linia geodezicá. 

Este de reţinut şi faptul cá paralelele nu reprezintă linii 
geodezice. 


1.10.1.Poziţia liniei geodezice faţă de secţiunile 


normale reciproce 


În măsurătorile geodezice, aşa cum s-a arătat, este 
necesară trecerea de la secţiunile normale la linia geodezică. 
Pentru aceasta trebuie stabilită poziția liniei geodezice faţă de 
secţiunile normale. 

Pentru reţelele de triangulatie de ordinul I (maximum 
60 km) liniile geodezice diferă față de secţiunile normale 
reciproce atât azimutal şi ca lungime . Dacă diferența de 
lungime nu se ia în considerare, fiind foarte mică, diferența de 
azimut trebuie luată în considerare, chiar dacă este foarte mică. 

În acest sens, s-a stabilit că linia geodezică împarte 
unghiul dintre secţiunile reciproce în raportul de 1/2, fiind mai 
apropiată de secţiunea normală directă. 

Deci , dacă în punctul “A” (fig. 1.14) unghiul format de 
secţiunile normale este “A” atunci, unghiul format de linia 
geodezică cu secțiunea normală directă este 5, -4, iar 
unghiul format de linia geodezicá cu secţiunea normală inversă 


вие, = 2А лаја este similară în punctul “В”. 
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Fig.1.14.Linia geodezică 


După Jordan W.sa. 1958 si ii 
Jum à за. şi Bagratunii G.V. 1962 
(citati де Dragomir V. [10]), unghiul format de secţiunile 
normale reciproce“ ” se calculează cu relaţia: 


æ ye Sa 
4” ap! ani sin 24, (1.88) 
în саге : 
М - lungimea liniei geodezice; 
m — raza mare de curbură calculat itudi 
medie a Наро р e: culată pentru latitudinea 
Ти е2с08В,; 
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Tabelul 1.6 


| 1 
25 | 0.007923 | 0.002641 
30 0.011409 0.003803 
100 | 0.126771 0.042257 


1.10.2. Corectia de reducere la linia geodezică 


Согесна de reducere la linia geodezică se aplică pentru 
a efectua trecerea de la secțiunea normală directă, prin care se 
reprezintă linia de observaţie pe suprafaţa elipsoidului, la linia 
geodezicá. p | А 
О linie де observaţie realizată între două puncte situate 
pe suprafața terestră se reprezintă pe suprafața clipsoidului prin 
secţiunea normală AB. Azimutul acestei linii este “A” şi 
rezultă din măsurători. 


Fig. 1.15. Azimutul пісі geodezice 
popa 
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recte cu o corecție “Су”, 
numită corecție de reducere la linia geodezică , astfel încât: 


Ac = A, -C, (1.89) 
Expresia de calcul a corectiei C," a fost deraonstrati în 


[12] în funcţie de azimutul secțiunii normale directe calcular 
din coordonatele iei parametrice Puiseaux-Weingarteh- 


€ — prima excentricitate; 

5 — distanţa între punctele ^S," si “S3”, în km ; 

Ва — latitudinea medie 4 

Rm - raza medie pentru latitudinea medie. 

Corectia de reducere la linia geodezică trebuie luată in 
calcul numai în cazul triangulaţiilor de ordinul Т (când 
distanţele sunt de mărimea 20 — 60 km). 

O expresie de calcul mai precisă a fost stabilită de 
Jordan 1958: 


(а а. 
СР = р С zaya 4 (1.91) 
unde: 1= В 
па =е'созВа 
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. > continuare prin desfăşurare; pornind din punctul 
1.11.Reducerea observaţiilor geodezice pe se ien a ален tuturo: нек fundament: 
suprafața elipsoidului de referință зе elementele reduse ја. зар і, — kar поса 
| | m realiza trecerea lor la suprafata clipsoidulni de referinţă. 

Este foarte important de reţinut că înainte de a fi Metoda desfăşurării introduce erori sistematico 4 
folosite în calcule, observaţiile geodezice se reduc la suprafața calcul, care se măresc pe măsura îndepărtării de punciu 
elipsoidului de referință. 5 mental si, са urmare, poate fi utilizată numai n 

Această operaţie este necesară întrucât observaţiile de teritorii relativ mici, pentru care se poale admite că elipsoidu 
teren sunt raportate la verticala ре geoid, dată de poziția firului de referință infüsoará optim suprafața geoidului. In acest mp 
cu plumb, în timp ce calculele se efectuează pe elipsoid după s-a calculat triangulaţia primordială de ordinul | din 
ce observaţiile instrumentale au fost proiectate pe elipsoidul de noastră, dinaintea celui de-al doilea război mondial, ne 
referință, după normala la acesta. elipsoidul internațional Hayford Punctul fundamental E 

Pentru calcului corectülor de reducere pe elipsoid а considerat in observatorul astronomic militar din De om 
observaţiilor geodezice este necesară determinarea prealabilă a Piscului cu viză de orientare spre Foigorul de foc. 35] 
ondulațiilor geoidului ,N" şi а componentelor deviafiei я Мегода proiectárii- constá in aducerea elementelor 
verticalei Ел. | Бер зен (ария. „direcţii, lungimi фа) ре зиргабца 

Aducerea reţelelor geodezice de sprijin, existente pe e psoidului de referință, prin aplicarea unor corectii. In cadrul 
suprafața fizică a Pământului, pe suprafaţa elipsoidului de metodei proiectării se cunosc variantele Pizzer şi Б 
referinţă зе poate realiza după mai multe metode, dintre care se Helmert. ® 3 
vor mentiona cele mai importante. 


Metoda desfăşurării. Elementele măsurate pe suprafața 
fizică a Pământului se reduc la suprafața geoidului (1а nivelul 
mării) urmând să fie supuse unei compensári, în funcţie de 
geometria rețelei de triangulatie. 

Pentru calcule se alege un punct fundamental, în саге 
| se consideră cá elipsoidul de referință este tangent la geoid. De 
| asemenea, se acceptă identitatea dintre coordonatele 

astronomice şi cele geodezice, precum şi coincidenta normalei 
| la elipsoid cu verticala la geoid. 
| Rezultă astfel datele initiale ale triangulatiei: 
coordonatele geodezice ale punctului fundamental, lungimea şi 


15) 
(Е) 
(с! 


azimutul unei laturi care uneşte acest punct cu un punct Fig.1.16 Metode А 2. 
||| oarecare al rețelei de triangulatie. Calculele se efectuează în de proiectare а observaţiilor pe elipsoid 
GEODEZIE GEODEZIE 
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elipsoidului de referință, iar punctul “827 pe o suprafaţă de 
nivel oarecare (fig.1.17). 

În această situaţie punctul “82” va avea o înălțime “Н” 
faţă de punctul “5,7. 


Fig.1.17.Corectia de altitudine 

Proiecfia punctului “527 pe suprafaţa elipsoidului, зе 
face cu ajutorul normalei la această suprafață. Normala din 
“527 la elipsoid determină punctul “ 5;”. 

Măsurând azimutul direcţiei S; S2, obținem unghiul pe 
care-l face secţiunea normală directă 88, cu meridianul 
punctului “51. 

În consecință, se măsoară “A” şi trebuie determinat 
“Ac”. Trecerea de la azimutul “Am” la azimutul “A.” se face 
introducând о corecție “Со”, numită corectia datorită înălțimii 
punctului vizat, relaţia utilizată fiind : 

А-А, + Ca (1.92) 

Pentru calcului valorii corectiei “Со” a fost stabilită 
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în care : 


II — înălțimea punctului “B” în Km; 
М» — raza mică de curbură în punctul “S2”, de latitudine 


Corectia datorită înălțimii punctului vizat аге 
importanţă practică numai pentru cazurile în care H > 20 m. 


1.11.1.2.Corectia datorată deviatici verticalei 


Întrucât instrumentele topografice se poziţionează, în 
procesul de măsurare, după verticala locului, iar procesele de 
calcul se execută pe elipsoid, după ce în prealabil măsurătorile 
au fost proiectate pe acesta, corectia datorată abaterii de la 
verticală apare ca necesară prin aceea că într-un punct oarecare 
situat pe suprafața terestră verticala locului nu coincide cu 
normala la elipsoidul de referință. 

Fie în acest sens punctul ^S," (fig.1.18.a) în care sunt 
cunoscute coordonatele geografice elipsoidale “B” şi „L” şi 
coordonatele astronomice „Ф" si „A”. 

Sunt notate de asemenea azimutul geodezic cu “A” 
către un alt punct “52” si azimutul astronomic o. către acelaşi 
punct. 

Construim o sferă auxiliară cu raza egală cu unitatea, 
suprafața căreia va fi intersectată de normala la elipsoid în 
punctul “2,” si de verticala punctului “A” în “247 . 

O paralelă la axa de rotaţie a Pământului „determină pe 

GEODEZIE 


ELEMENTE DE GEODEZIE ELIPSOIDALA 57 


sfera auxiliară punctul “Р”, iar direcţia 8162 punctul 5; . 


normala la elipsoid “ZE”. Cunoscând longitudinile în punctele 
Za” Şi “Za situate pe sferă, unghiul din “Р” va fi A — L. 


Fig.1.18.Abaterea de la verticală 


Faţă de direcţia nordului proiectat prin “P”, direcţia 
51% уа ауса azimutul geodezic “А” şi azimutul astronomic 
а”. 
Se proiectează punctul “2, pe direcția ZP i i 
1 ul “Za” ре şi se obține 
punctul г". Catetele triunghiului sferic АТАКА Рата cu “E „şi 
„П” se em на abaterii de Та verticală “и”. 
241” şi “E” se obțin rezolvând triunghiul i 
P Z' Za după cum urmează: auis 
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. sing _ 590° -Ф) (1.94) 
ЗА) 890" 
sau; А 
. sing ___со5Ф (1.95) 
simA-L) 1 


Deoarece termenii din membrul stáng al relatiei (1.95) 
sunt foarte mici se asimilează funcția cu valoarea 
argumentului, rezultând: 


п =(А—1)созФ (1.96) 


Componenta “E” вс determină în acelaşi triunghi sferic 
transformat după regula lui Neper.Aceasta constă în înlocuirea 
laturilor adiacente unghiului drept “A” prin complementele lor 
90°-Ь, 909-с, după care, cosinusul fiecărui element este egal cu 
produsul elementelor  neadiacente sau cu produsul 
cotangentelor adiacente.Triunghiul transformat este prezentat 
în fig.1.18.b, pe baza căruia rezultă: 


соз(Л – 2) = crg(90 —Ф)сге(В+ &) (1.97) 

Datorită valorii mici a diferenței dintre latitudinea 

astronomică “A” şi cea peodezică “L” se aproximează 
cosinusul acestei diferenţe cu “1”, astfel se poate scrie: 


fg(B 2) - ig (1.98) 


Е-Ф-В (1.99) 
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Corectia datorită abaterii de la verticală "Ca^, се зе 
aplică măsurătorilor azimutale, se calculează în funcţie de 
componentele “E” şi ^m", de azimutul geodezic “A” gi de 
unghiul zenital aparent “2%” şi rezultă dintr-o componentă 
corectivă de reducere a azimutelor astronomice: 


CF = (n cos A—£* sin A)etgz* (1.100) 
Unghiul zenital din (1.100) se calculează cu relația: 


Z’ career) (1.101) 
unde: 
-AH -diferența de nivel se calculează prin nivelment 
geometric sau trigonometric (pentru lungimi de până la 4km). 
Comparativ cu celelalte două corecţii examinate 
anterior, corectia datorită deviatiei verticalei este mai 
semnificativă şi deci este justificată aplicarea ei, 


1.11.2. Reducerea determinărilor astronomice pe 
elipsoidul de referință 


Reducerea determinărilor astronomice se referă la 
reducerea coordonatelor şi azimutelor astronomice. 


1.11.2.1.Reducerea coordonatelor asironomice 


Cunoscând componentele astronomo — geodezice ale 
deviatiei verticalei, prezentate in 81.11.12, se pot calcula 
coordonatele geodezice pe suprafața elipsoidului, din relaţiile 
(1.99) şi (1.96): 
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B-o-£ (1.102) 
L-A-gsecd (1.103) 


рр 
1 ие mult mai mari erorile ii 
ннн а relaţiile (1.102) şi (1.103) sunt 
utilizate numai controlul unor puncte amplasate la 
distanţe de ordinul sutelor de kilometri. А 
Pentru reducerea observaţiilor astronomice la suprafața 
geoidului, Heiskanen şi Moritz (1967), utilizează relațiile: 


Фа = —0.171H,, SiN 2B 


(1.104) 
=A 


А peoia 
unde: n я . А 
Hym-altitudinea aproximativă a punctului considerat, în 
km. 
1.11.22. Reducerea azimutelor astronomice 


Pentru a reduce azimutul astronomic “a” la azimutul 
geodezic “A” în fig.1.18.a, se observă că: 


A=B+R 


(1.104) 
а= В+, 


Astfel зе poate serie: 
А=в@-—(Д,-В)—(®,-®Ю)=«+(8-,)+(К-Ю) (1105) 
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Pentru a determina (f — £,) în funcţie de elementele 
cunoscute, în triunghiul sferic 7Р7, se aplică formula 
cosinusului unghiului: 


cos f — cos(180— 8, усоз(А — L)-- sin(180 — A, )sin(A — 1) cos(90" — Ф) 


(1.106) 


Tinánd cont de funcţiile complementare si 
suplimentare, în limita aproximatiilor admisibile, relația 
(1.106) devine: 


f — f, = A — тфа таф (1.107) 
In mod analog în triunghiul 2,2,5' se poate serie: 
cos R —cos(180— R )cosg +81180 — R)singcos Z^ — (1.108) 


de unde : 
R—R, = —sinqcosZ? (1.109) 


Mărimea unghiului “q” se determină din acelaşi 
triunghi sferic prin aplicarea formulei sinusului: 


(1.110) 


înlocuind (1.110) în (1.109)şi exprimând ре “w” în 
funcţie de componentele deviatici verticalei “2” şi “m” se 
obţine: 
R—R, = (cos A— ë sin AjetgZ^ (1.111) 
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Inlocuind relațiile (1.107) şi (1.111) în (1.105) se obţine 
azimutul geodezic în funcţie de azimutul astronomic: 


Аза-(А-)втФ-(усовА- зіп Ајсја Z? — (1112) 


Intrucát diferenţele de nivel, dintre punctele în care se 
determină lungimea unei baze şi azimutul astronomic al 
acesteia, sunt mici, în relaţia (1.112) Z? — 90" iar сір2% = 0 Ла 
aceste condiţii (1.112) devine: 


А=а -(A- L)sinó = а —mgb (1.113) 


Relaţia (1.113) se utilizează în rețelele de ordin superior 
şi este cunoscută sub denumirea de ecuaţia Laplace. 


1.11.3.Reducerea observaţiilor zenitale la normala la 
elipsoid 


Este cunoscut faptul că în rețelele geodezice de sprijin, 
elementele de planimetrie (X, Y sau B, L) au ca suprafață de 
referință planul de proiecţie sau elipsoidul de referinţă, iar 
elementele de altimetrie au ca suprafață de referință geoidul sau 
cvasigeoidul. Astfel, reducerea observaţiilor zenitale la 
normala la elipsoid nu mai are sens. 

Reducerea observtülor zenitale la normala la elipsoid 
este necesară numai în cazul operaţiilor efectuate în geodezia 
tridimensională, unde toate cele trei coordonate (X, Y, H^ sau 
В, L, НЕ) se exprimă în raport de suprafaţa elipsoidului de 
referință. 

In figura 1.19 se remarcă faptul „că datorită refracției 
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atmosferice, în teren nu se măsoară unghiurile zenitale „z;” si 
„2" ci unghiurile zenitale aparente 20, 2 ‚ astfel: 


а-а; 5, == +P (1.114) 


Fig.1.19.Reducerea unghiurilor zenitale 
la normala la elipsoid 


Pentru distanțe până la 6 km se poate aproxima curba 
de refracție printr-un arc de cerc şi, ca urmare, se acceptă 
egalitatea unghiurilor de refracție Pi ™ Pr- 

| Din fig. 1.19 se observă, că legătura dintre unghiurile 
zenitale măsurate și cele reduse la normala la elipsoid este dată 
de relaţiile : 


саз; Z} =z +u, (1.115) 
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Unghiurile „и а” Şi „и о2” reprezintă componentele 
deviafiei verticalei pe direcția 1—2, де azimut „a”, determinate 
în punctele 1 şi 2. 

Exprimând deviația  verticalei în funcție de 
componentele “E”, “n” si azimutul direcției se obține: 


и = cosa + sina (1.116) 
Inlocuind (1.115) în (1.114) rezultă: 


zi == +& сова +n sina; аи?) 
zË = ш} +é, cosa +y, sina 


Unghiurile zenitale reduse la normala la elipsoid se 
utilizeazá la calculul nivelmentului geodezic simultan si 
reciproc [11], astfel: 


g H, z-z 1-1, 8,-8, 
АНЕ = HE — HE =D| 1+—= |271 7172.42 8 
2 2 1 ( Е, је 2 2 2 
(1.118) 
în care: 
н,- a (1.119) 
Hi si Н -altitudinile aproximative ale punctelor 1 şi 2 
care se pot extrage de pe hartă; 


Ra-raza secţiunii normale де azimut “A”, pentru 
latitudinea medie “В,” a celor două puncte; 

К şi S; — înălțimea instrumentului şi semnalului în 
punctul ^i". 

Іп cazul nivelmentului trigonometric unilateral nu se 
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justifică reducerea unghiurilor zenitale la normala la elipsoid 
întrucât erorile de refracție sunt mult mai mari față de corectiile 
de reducere la normala la elipsoid. 


1.11.4.Reducerea distanțelor pe elipsoid 


In funcție de categoria aparatelor utilizate, măsurarea 
laturilor (bazelor) necesare în prelucrarea rețelelor geodezice 
se realizează în mod diferit : 

> cu ajutorul firului de invar, 
> cu ajutorul aparatelor electronice. 

In funcţie de acestea şi reducerea distanțelor pe 

suprafaţa de referință „зе va face în mod diferit. 


1.11.4.1.Reducerea bazelor geodezice măsurate cu 
firul de invar 


Lungimea bazei geodezice d°, măsurată cu firul de 
invar şi prelucrată în prealabil după metodologia cunoscută 
[11], se reduce la o suprafață de nivel medie, situată la 
altitudinea „На“: 


(1.120) 


unde : Н, şi H sînt altitudinile capetelor bazei. 

Pentru reducerea, în continuare, a bazei la elipsoid se 
poate proceda astfel : 
1) Se reduce, pentru început, distanța d? la o suprafaţă paralelă 
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66 El 
" КИБЕР" Б 
cu elipsoidul, situată la altitudinea elipsoidică На 


H+H; (1.121) 


uS 


Fig, 1.20.Reducerea bazelor la elipsoid 


In limita аргохита ог admisibile se poale înlocui 


sferică de rază “RA”, care se 
ргабца elipsoidului cu suprafața 
poene cu relaţia (1.58), la latitudinea medie a capetelor 


bazei. Din fig.1.20 rezultă: 


=d" сови, (1.122) 
“= и = Ga сова +1, Sin (1.123) 
E= Ath. LATA (1.124) 
m 2 Па = 
2) Se calculează baza redusă la nivelul "m din relația: 
Hus dE (1.05) 
R, RH, 
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de unde: 


R, са Ra+ Ha На 


s=d' 
К,+НЕ К, +НЕ 


E d 
ха К) (1.126) 


Prin dezvoltarea în serie a relației de mai sus гелий: 


an (5E 2). > 


4 а 


(1.127) 


Altitudinile elipsoidice ale capetelor bazei se calculează 
în funcţie de cotele ortometrice şi ondulatiile geoidului . 

Pentru reducerea riguroasă a bazelor măsurate cu firul 
de invar, la suprafața elipsoidului de referință, sunt necesare 
componentele deviatiei verticalei şi ondulafiile peoidului în 
punctele de capăt ale bazei. 


1.11.4.2 Reducerea laturilor măsurate cu aparate 
electronice 


Laturile măsurate cu ajutorul aparatelor electronice de 
tipul staţiilor totale, telurometrelor etc, sunt prelucrate de 
asemenea în prealabil, prin aplicarea aşa numitelor corecții 
fizice. Distanţa D? rezultată după această operaţie este situată la 
nivelul celor două puncte, între care s-a efectuat măsurătoarea 
(fig. 1.21). Rezultă că este necesară cunoaşterea altitudinilor 
elipsoidice НЕЯ HE, şi prin urmare, а опаша ог geoidului 
în aceste puncte. 


In figura 1.21.se aplică ecuaţia lui Pitagora generalizată 
rezultând: 
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(D'Y = (В + НОУ Rr Hay – 


1.128 
—2AR + HER, + НР) созо e 


Fig.1.21.Reducerea distantelor 
măsurate cu aparate electronice 


Dezvoltánd relaţia (1.128) şi introducând notatiile: 


сово =1-2sin? 2; D'=2R,sin2; АН = НЕ -HF 
(1.129) 
se obţine: 
(D'Y =R2+2R,HE + (HEY + Ва + 28 НЕ + (HE — 
E Е 
-AR, + HER, + HE) AR св, + sin © = 
R, R, 2 
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E d 
«нг -2нен «HEY «qe ха, + EDY = 
4 


m ~ а (1.130) 
HS) £047,308, кору 
A A 


Din relaţia (1.130) rezultă lungimea corzii D': 


(1.131) 


Lungimea arcului “з” care reprezintă lungimea laturii 
măsurate redusă la suprafaţa elipsoidului se obține cu formula: 


e + 2" 
s=R,0=28, у (1.132) 


Din formulele (1.131) şi (1.132) se observă că nu este 
necesară cunoaşterea deviatiilor verticalelor în punctele 1 512, 
aşa cum a fost în cazul reducerii bazelor măsurate cu firul de 
invar, dar pentru determinarea cotelor elipsoidale sunt 
necesare ondulatiile geoidului în aceste puncte. 


1.11.5. Corectia de centrare şi reducere 


Datorită unor imperfecțiuni inerente de construcție а 
semnalelor geodezice, precum şi datorită influenței unor factori 
aleatori, observaţiile unghiulare reduse la suprafaţa elipsoidului 
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trebuie cenirate, prin aplicarea unor corectii coresp 1 
în cadrul tuturor rețelelor de triangulatic (indiferent de ordinul 
sau mărimea reţelei). 

Jn punctul de triangulafie „Р” (fig-1.22) se consideră 
rezultatul obținut pe foaia de centrare —reducere şi se acceptă 
că între acest punct şi punctul de triangulafie „P;” există о 
legătură reciprocă. 

Se notează cu „М” direcţiile măsurate pc pilastrul „P al 
punctului „Р” şi reduse, în prealabil, pe direcţia de referinţă 
ҺЕ”, în raport cu care s-au determinat elementele de centrare. 

Deoarece Бота ,C" sí рай „Ј" пи se află pe 
aceeaşi verticală, în loc să se măsoare direcția „а? s-a măsurat 
direcţia „М”. Se observă că: 


ntium (1.133) 


In relaţia (1.133) termenul „c” se numeşte corecție de 
centrare, care se calculează din triunghiul CP. prin aplicarea 
teoremei sinusului: 


sinc sin(9* M) (1.134) 
1 р | 


D- distanţa РР), cunoscută din calculele preliminare; 
I- excentricitatea pilastrului față de bomă; 
9 — unghiul măsurat pe foaia de centrare. 
Având în vedere că excentricitatea „Р este infinit mică 
faţă de distanța dintre puncte, din (1.134) rezultă: 


ce = pe nn (1.135) 
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de referinţă „ЕЁ |” se măsoară unghiul f^ Valoarca măsurată va 


trebui corectată i 
ue cu о corecție „г denumită согесиа de 


Bzgur (1.136) 


. _ Согесва „л sc determină din triunghiul i 
aplicarea teoremei sinusului de unde rezultă: ш 


m p зіма + М) 
ғ ҰЗ" (1.137) 
unde : 
lı- excentricitatea semnalului față de borná; 
Oi- unghi măsurat pe foaia de centrare conform fig.1.22. 
Aproximarea M «Мі, nu introduce erori i 
față de valoarea unghiurilor Ө şi 91. "ye 
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2.REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR 
GEODEZICE PE SUPRAFAȚA ELIPSOIDULUI 
DE REFERINȚĂ 


Rezolvarea triunghiurilor, situate pe suprafața terestră 
numite şi triunghiuri geodezice, poate fi realizată prin trecerea 
de la triunghiuri geodezice elipsoidale la triunghiuri geodezice 
sferice. 

Această trecere este posibilă la triunghiuri mici , adică 
în situații în care suprafața elipsoidală de referință este 
aplicabilă pe o sferă de rază medie “Rm” calculată în centrul de 
greutate al triunghiului . 

Se demonstrează că, sub 60 km, lungimea laturilor, 
triunghiurilor geodezice elipsoidale este egală cu cea a 
triunghiurilor sferice, cu aproximație de 1 mm. 

A rezolva un triunghi geodezic sferic înseamnă, a 
determina două laturi în situația în care sunt cunoscute celelalte 
elemente ale triunghiului, o latură şi cele trei unghiuri . 

Datorită faptului că excesele sferice ale triunghiurilor 
geodezice sferice sunt mici, nu este necesar şi nici comod să 
facem rezolvarea lor după formulele trigonometriei sferice , ci 
această rezolvare se face mai simplu, folosindu-se două 
metode: 

> metoda Legendre; 
> metoda Soldner (aditamentelor). 

Intrucât în ambele metode intervine în calcul, excesul 
sferic se prezentă în continuare expresiile de calcul ас 
acestuia. 
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2.1. Excesul sferic 


Diferența dintre suma unghiurilor într-un triunghi sferic 
(neafectată de erorile de măsurare) şi condiția geometrică într- 
un triunghi plan (20;-200*) se numește exces sferic (е): 


= =(2)+(8)+(у) – 200“ (2.1) 
Intrucât in procesul de măsurare şi de reducere a 


unghiurilor pe elipsoidul de referință se produc erori, valoarea 
cea mai probabilă a unghiurilor, se exprimă cu relația: 


(а-а? v, (B) = /° «vs (р) у +, 22) 
т саге: 
oj, p, Y- unghiuri măsurate şi reduse pe suprafața 
elipsoidului; 


(P) -valoarea cea mai probabilă a unghiurilor; 
Уа» Vp, Уу corecțiile unghiurilor măsurate, obținute pe 
baza unei ecuaţii de corectii de forma: 


Va Ур фу, +W =0 (2.3) 
Se înlocuieşte (2.2) în (2.1) si se exprimă согес е 
unghiurilor măsurate (2.3) în funcţie de nnde n. 
Astfel rezultă: 
а + f? + у' 2007 = g4W (24) 
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Pentru a se putea efectua calculele de compensare şi de 
rezolvare a triunghiurilor geodezice se impune , mai întâi, 
calculul expresiei excesului sferic. 

In acest sens, in fig2.! se vor calcula suprafețele 
fusurilor sferice, corespunzătoare unghiurilor a,ß,y, in functie 
de relaţiile de calcul ale acestora si în mod geometric în funcţie 
de suprafața triunghiului sferic ABC şi ale triunghiurilor 
adiacente . 


Fig.2.1. Excesul sferic 


Astfel se obţine: 
= али 2. 
(аа) = 4л. 306 
<-4я в 
(88) <4я. 200 25) 
-а 7. 
07) - ал 200 
Prin adunarea expresiilor fusurilor sferice se obține: 
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2 
(аа) (68) G7) - 25 (ат y) (2.6) 


Exprimând suprafeţele acelorași fusuri sferice în mod 
geometric se obţine: 


(aa) = 8 + ВАС 
(88)=5+СВ'А (2.7) 
(7) - 8 + ВС "А 8 + СА" В" 


Prin adunare rezultă: 
(са) +(ВВ)+ (ју) =35 +278 -S-284228? (2.8) 


In funcţie de (2.6) şi (2.8) se obține: 


€ (а+В+у)=25+2л0 Q3) 


sau: 
2 
e (a By 2007) =25 (210) 
Е 
de unde rezultă: 
20 5,5 
poa pr en 
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Întrucât mărimea excesului sferic este de ordinul 
secundelor şi factorul de transformare se va exprima in 
secunde: 


= * 
рана 2009109100, ооа en 
л 


In triunghiurile geodezice mici, suprafaţa triunghiurilor 
sferice poate fi înlocuită cu suprafața triunghiurilor plane şi 
astfel se poate scrie: 


A. _ 
R 2R (2.12) 
= р“ a'c'sinB' — , b'c'sina" 


23g ^ 205 


Observaţie: Mărimile notate cu prim, în relaţia (2.12), 
reprezintă elementele triunghiului plan. 

Prin aplicarea formulei de calcul a excesului sferic în 
triunghiuri sferice echilaterale, pentru valorile medii ale 
lungimii laturilor rețelelor de triangulatie, se obțin valorile : 


Tabelul 2.1 


| Lungime 
laturi 


N 
~ 


7 15 25 30 60 


Din tabelul 2.1 se observă că excesul sferic are valori 


mai semnificative pentru rețelele de triangulație de ordinal I şi 
п. 
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mai semnificative pentru reţelele de triangulatie de ordinal I si 
П. 


2.2 Rezolvarea triunghiurilor sferice mici prin 
metoda Legendre 
Fie un triunghi geodezic sferic ABC , (fig.2.2) pe sfera 
de rază medie Gauss, Rm = ММ, ale cărui laturi considerate 


în unități liniare (exemplu în metri) le notăm cu a, b, с 
Corespunzător notăm laturile în radiani prin : 


=: (213) 


Aplicăm în triunghiul ABC teorema вишни 


sind _ sinb 
—-— (214) 
sina — sinp 
sau: 
зта sinp = sinb sina (2.15) 


Dezvoltăm în serie sinusurile ale căror argumente sunt 
mici şi avem : 


(a- 2 Jon - (5-5 ne (2.16) 


sau , conform notatiilor (2.13), relatia (2.16) devine: 
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Dezvoltând (2.17) obţinem : 


З si P) sina 
азтВ- = = bsina— 


asing- аа) (ааа) ол) 


6R? 


Fig.2.2. Triunghi sferic (Rezolvare Legendre) 


Notánd cu “he” înălțimea în triunghi coborâtă din “С” 
pe latura AB, se poate scrie: 


h,= a sin B = b sin a (formulă plană, însă aplicabilă din 
cauza numitorului foarte mare) 
şi deci : 
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е bh, 
4 й S -hsna k) (2.19) 


Pe de altă parte , conform teoremei proiecţiilor din 
trigonometria plană avem : 


а = ссояВ+Бсозу 
b = асозу +ссо5 а. (220) 


Cu aceasta putem scrie : 


a(sinp- sesmar, )- 


Z „ававу+ссова n) 
6R 


După reducerea termenilor de acelaşi fel se obține : 


4 й ноа) (2.22) 


Notánd excesului sferic “e”, pentru triunghiul 
considerat, cu expresia : 


(221) 


ch, 
== 225 (223) 
egalitatea (2.22), devine 
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ds =) = Қана - d (224) 


Datoritá valorilor mici ale excesului sferic “с” se poate 
înlocui valoarea argumentului cu valoarea funcției : 


Е e 

-+в- 2.25 

4783 (2.25) 
Astfel egalitatea (2.24) ia forma : 


E) - Қана -і ама) (2.26) 


Inlocuind valoarea tangentei cu raportul dintre sinus si 
cosinus şi aducând la acelaşi numitor se obține : 


(әреке - 2) - Hsinacost - sins cosa) (227) 


Sau: 


HL aues (0.28) 
«Қа-%) si B-5) 
3 
În general se poate scrie : 
E pir Й (2.29) 


sina’ sinp зїлү 
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in саге : 
Е Е Б 
'-a--P-2B--Y-Y--. 2.30 
Pawe gepa (230) 


În concluzie, a rezolva triunghiul sferic АВС este 
identic cu a rezolva triunghiul plan A'B'C' ale cărui laturi 
sunt egale cu cele ale triunghiului sferic şi ale cărui unghiuri 
a”, В, y? sunt micşorate faţă de cele ale triunghiului sferic си 
o treime din valoarea excesului sferic ( 6: 

Recapitulând etapele de rezolvare ale triunghiurilor 
elipsoidice mici, prin metoda Legendre , se menţionează: 

| > calculul excesului sferic ; 
> compensarea unghiurilor în triunghiul elipsoidic mic 
prin repartiţia neînchiderii ^w"in mod ера! celor trei 
| unghiuri; 
| > calculul unghiurilor în triunghiul plan prin corectarea 
celor de pe elipsoid cu o treime din excesul sferic; 
> calculul celorlalte laturi în triunghiul plan саге, 
conform teoriei sunt egale cu cele din triunghiul sferic. 


2.2.Rezolvarea triunghiurilor sferice шісі, prin 
metoda Soldner 
| Considerăm din nou triunghiul sferic ABC, îig.2.3, ale 
| cărui unghiuri sunt а, В, у şi laturile a, Б, с. 
1 Aplicând teorema sinusului obținem seria de rapoarte : 
зта _ sinb зіп? 
sina sinB siny 


(231) 


м 


Е .2.3 Rezolvarea triunghiurilor 
elipsoidale mici (metoda Soldner) 


R (232) 


Se dezvoltă în serie sinusurile de argumente mici, până 
la primii doi termeni şi se obţine : 


033) 


О 

| 

и 
f 
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a b e 
й-- Pe ge 
GR?  6R' _ GR 039 
sina. sinp siny 
Introducem notatiile : 
St xu ЛЕСТІН ЛИР я 
A лас ан“ за а“ за: (2.35) 
зам, în caz general : 
3 
] 5 
4 = ® (2.36) 


unde: “А,” se numeşte aditament liniar a laturii “s”, de 
unde rezultă a doua denumire sub care este cunoscută metoda: 
metoda aditamentelor. 


Cu acestea se poate scrie : 


" ' " 
СИРЕ ETE M (037) 
sina sinB siny 


S-a obținut în acest fel formula sinusului cunoscută 
pentru elementele unui triunghi plan. 

De aici concluzia că: triunghiul sferic А, B, C, posie fi 
rezolvat ca un triunghi plan cu condiția ca triunghiul plan să 
aibă aceleaşi unghiuri ca triunghiul sferic, iar laturile să fie 
a^, b', c' date de relaţiile (2.35). 

Pentru rezolvarea triunghiurilor geodezice mici prin 
aceasă metodă se parcurg etapele: 
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> calculul excesului sferic; 

> compensarea unghiurilor în triunghiul elipsoidic mic 
prin repartizarea neînchiderii în mod egal celor trei 
unghiuri: 


о У о W о У 
=a! -Y*.g2g-t.,259--— 2.38 
a=a 350 В 3 у=} E (2.38) 
unde: 
app - valoarea unghiurilor măsurate şi reduse pe 


suprafaţa elipsoidului de referință; 
w — neînchiderea în triunghiul sferic: 


wea? + ff + y? —(200+2) (2.39) 


> calculul aditamentului liniar al laturii “a” şi apoi al 
valorii laturii în triunghiul plan; 

> calculul celorlalte laturi ale triunghiului plan; 

> calculul aditamentelor liniare ale celorlalte laturi şi 
apoi a mărimii lor, în triunghiul elipsoidic mic. 
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3.PROBLEME GEODEZICE DE BAZĂ 


3.1.8сорш şi importanţa problemelor geodezice de 
bază 


Pe baza observaţiilor executate pe suprafața terestră, 
proiectate pe elipsoidul de referinţă, urmează să stabilim prin 
calcul poziţiile punctelor geodezice de prim ordin într-un 
anumit sistem de coordonate utilizat pe elipsoid. 

Pentru că sistemul coordonatelor geodezice prezintă 
avantaje deosebite comparativ cu celelalte sisteme, privind 
calculele necesare şi modul unitar de determinare a punctelor 
geodezice, indiferent de poziţia lor pe suprafaţa elipsoidului, în 

іса geodezicá este utilizat în mod curent. 

Problemele geodezice de bază se referă la sistemul 
coordonatelor реоргайсе elipsoidale şi constau în următoarele : 

a. Problema geodezică directă, determină coordonatele 
geodezice “В”, “Lz” ale unui punct , “52” (fig.3.1) şi azimutul 
“A?” în acest punct în funcție de coordonatele geodezice ale 
punctului “8” (Въ Li) şi elementele geodezice de legătură 
(distanța “во” între punctele “51” şi “Sz” şi azimutul “A+” in 
punctul ^P,"). 

Această problemă este similară cu problema cunoscută 
la topografie, privind determinarea coordonatelor (хо, уз) ale 
unui punct “$›” în funcţie de coordonatele (xi, уі) ale punctului 
"S," distanța “812” şi orientarea “012”. 

Problema geodezică directă, dat fiind scopul care-l 
urmăreşte, mai poartă denumirea şi de problema transportului 
de coordonate geodezice. 
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b. Problema geodezică, inversă, utilizează ca mărimi 
coordonatele geodezice, "Br, Lj şi "Bj, “La ale punctelor 
"Si" şi "S7" cu ajutorul cărora se determină azimutele 
“41”, "A2" şi lungimea liniei geodezice “зо”. 

Cu problema  geodezicá directă se calculează 
coordonatele unor puncte peodezice ce formează o rețea 
geodezicá de ordinul L, iar cu problema geodezicá inversá se 
calculează elementele geodezicc iniţiale (distante si azimute) si 
se verifică calculele efectuate la problema geodezică directă. 


3.2. Precizia de calcul a coordonatelor geodezice 


Precizia de calcul, ca in orice problemă geodezică, 
urmărește ca erorile de calcul să fie de cca. 10 ori mai mici față 
de erorile medii ale mărimilor măsurate. 

Evident, aceasta este în funcție şi de distanțele între 
punctele geodezice, respectiv cu cât distanţele cresc precizia 
calculelor are o semnificație deosebită. 

Se poate arăta că, în triangulaţia de ordinul I în care 
intervin distanțe geodezice, (în medie de 30 — 4o km) este 
necesar ca aproximafia de calcul pentru coordonatele geodezice 
“B” şi “L” să fie de + 0”,0001, pentru azimute de + 0” ,001, 
iar pentru distante de + 0,001m. 

De asemenea din cauza distanțelor geodezice relativ 
mici, la rezolvarea problemelor geodezice se aplică metode în 
care se acceptă unele aproximafii cum ar fi: dezvoltări în serie, 
înlocuirea suprafeţei elipsoidului cu sfera de rază medie, etc. 
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3.3.Rezolvarea problemei geodezice directe 


In funcţie de lungimea liniei geodezice se pot distinge 
următoarele metode de rezolvare a problemelor geodezice 
directe: 

> metoda dezvoltării în serie (metoda Legendre), pentru 


distanțe mici s<60 km; 

> metoda argumentelor medii(metoda Gauss), pentru 
distante medii 60«s«600km; 

» metoda Bessel, pentru distanțe geodezice mari 
<600<20000 km. 


De menţionat, cá în prezenta lucrare se vor trata numai 
metodele de rezolvare a problemelor geodezice pentru distanțe 
scurte (s<60 km), urmând ca persoanele interesate să 
regăsească celelalte metode în [10],[12], [13], [24] etc. 


3.3.1.Metoda dezvoltărilor în serie 


Fiind cunoscută poziţia punctului inițial 5814), 
lungimea liniei geodezice “8” si azimutul “А,” al direcţiei 515: 
(98.3.1), se pune problema determinării coordonatelor 
Қ <В, şi “Lz”, ale punctului *S7" şi azimutul invers 

27. 

Deoarece diferenţele (В, - Bj), (L; — Lj) şi (А Aj) vor 
fi funcţie numai de lungimea liniei geodezice ^s" se acceptă 
următoarele dezvoltări în serie Maclaurain: 


а TB ФВ ғ 


В; = 
ТУТ 
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а, PLS ËLS 
Boh АСЫҒАТЫН 


(3.1) 
dA фа” Аз 
А,-4 ВЕ а aes 


Fig.3.1.Problema geodezică directă 


Derivatele din ера е (3.1.) se calculează în punctul 
“517, deci cu mărimile cunoscute în acest punct. 

Pentru calculul derivatelor de ordinul 1, ne vom referi la 
fig.3.2, în care “ds” este un element liniar al liniei geodezice 
518. Elementele cunoscute în punctul “Sı” (latitudine, 
longitudine și azimut) sunt notate cu В, L, A, urmând ca 
expresiile derivatelor de ordinal 1 să fie stabilite în mod 
geometric. 

Astfel din triunghiurile 51575 si O'S'S, rezultă derivata 
latitudinii “В” în raport cu lungimea infinitezimală а liniei 
geodezice : 


55 = ds cos А = MdB => — = ——— (3.2) 
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Fig.3.2. Metoda Legendre 


Din triunghiurile 8188 si 088 rezultă derivata 
longitudinii (L) în raport cu linia geodezică : 


(3-3) 


Din triunghiurile S,S'S şi P'SS' rezultă derivata 

azimutului (A) în raport cu ds: 
S'S-P'Su4- din ps И 508 _ 

ds PS 

sinB _ sinB _ dA (gBsinA (3.4) 
T as- 

r _ Моза ds N 

sin В за В 
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Recapitulând, expresiile derivatelor de ordinul întâi se 
prezintă sub forma: 


dB кози 
в М 
а Hed (3.5) 
ds МсовВ 
dA tgBsinA 
ds N 
Inlocuind în (3.5) valorile razelor de curbură, conform 
relaţiilor (1.34) şi (1.36) se obține: 
3 
Ян LE and 
ds с 
dL V sin4 
L RS 3. 
ds с osp en) 
dA 
— = —IgBsin A 
di tgi 


Derivatele de ordin superior ordinului întâi se obțin 
derivând succesiv în raport cu "s" expresiile (3.6) „Astfel, 
derivatele de ordinul doi se prezintă sub forma : 


87 
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d'L l(sn4dVdB, V 
== + cos - in 
ds? с(совВ dB ds cosB ds cos В ds 


d'A ауав V dB dA 
dA Цревна AB + VigBcos А“ 
dg (мана dide ној pg н 2) 


In urma prelucrării relaţiilor (3.7.) rezultă : 


r] | ааа аа 
— | == (3m cos A +sin” A, 
Е ) E 1i ! ) 


Фв си |. 
аа тен a (3.8) 


2 2 
4. sn A сва (1+28 m) 


în care s-a notat : 


t =tgB, 


3.9 
т 7 € cos B, e 


Pentru celelalte derivate se procedeazá analog. 
Revenind la relaţia (3.1.), în care se înlocuiesc expresiile 
derivatelor se obțin relaţiile definitive : 
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14360 г 
И Таро 2р кои ми Fe 


4 * 3 
-d (1-)+ зр) #(2+38)+.. 


1 v ти? 
они“ ий, ак слања 
ина Е Mean). 
(3.11) 
à 
4-4 mer 
4 (3.12) 
E; w (5460 + Йес езе eaae )- 
în care : 
и= 0. scos 4 = P Vscos A 
N с 
= ззпА- P Vssin 4 (3.13) 


Relaţiile (310) , (311) şi (3.12.) pot fi scrise mai 
simplu notând coeficienţii mărimilor u , v , V, V, ... cu a, b, 
c... „de indici diferiţi. 

Pentru elipsoidul de referință Krasovski 
coeficienți se extrag din tabele in funcţie de latitudinea “В,” а 
punctului “Р”, 
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3.3.2. Metoda înlocuirii suprafeței elipsoidului 
cu sfera Gauss 


Considerăm punctele “P,” şi “Р” (fig.3.3.3) pe o sferă 
de rază medie a triunghiului sferic PPP, „бе cunosc 
coordonatele geodezice ale punctului “РК В), 11=0), azimutul 
direcţiei P, Pz (47) şi lungimea liniei geodezice “s”. Se vor 
determina coordonatele punctului “Р›” (В; 12) şi azimuiul 
invers "Аз". 

Pentru a uşura scrierea relaţiilor se alege un triunghi 
sferic a căror elemente sunt reprezentate în Пр. 3.3. b. 

Pentru rezolvarea problemei scriem formulele a trei 
elemente adiacente într-un triunghi sferic oarecare (fig.3.3 b) si 


obținem : 
„a B-C btc А 
сіп--сов = sin sin— 
2 2 2 2 
"m 2 ENTM LIE. 
sin— sin = sin — — cos — 
2 2 
соз“. Вис spa РИ. (3.13) 
2 2 2 2 
a c 8-с A 
COS—COS = cos 205— 
2 2 2 
| 
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a) b) 


Fig 3.3. a Triunghiul sferic ре sferă; 
b. Notaţiile în triunghiul sferic. 


Triunghiul sferic ABC identificat cu triunghiul sferic 
Р.Р,Р conduce la ераћ је : 


А-А а = 90 — B; 
В = 180-4’, b — 90" В, (3.14) 
С=1, с== 
şi cu ajutorul acestora : 


B-C 2180 -4-L оу Ath. bic 90-B«s 


2 2 2 3 2 
В+С 180-44L ор А-і, b-c 9-B-s 
2 2 2739 2 
АА. a 90-8, (3.15) 

22:92 2 
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Introducând egalitátile (3.15.) în (3.13.) зе obține: : 


1 sin 90 P sin A+ la sin ОВ sin Ai 
2 2 2 2 
ш 9-8 nA А 
2 2 2 2 
n аж a а И да! д 
2 2 2 2 
IV ЖЕ. же. ЖЕҢ... OM A co a 
2 2 2 2 


(3.19 
Prin împărțirea relațiilor I si IT; ПІ şi IV se obține: 


(3.17) 


Rezolvând sistemul de ecuații (3.17) se obţin 
necunoscutele “А” şi “127 în funcție de coordonatele 
geodezice ale punctului “Р” şi lungimea geodezică "s". 
Azimutul invers Аз= А +200. 
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Pentru a afla latitudinea geodezicá a punctului “P2” (B2) 


se impart relajiie I şi HI ; IT şi IV: 
4-1, 
зо =. 
и А. 2 PE. AM Q.18) 
anth 
2 
4-І, 
уа = Sas 3 pp е 
2 аға 2 


Cele două relaţii (3.18.) determină aceeaşi mărime 51 
anume latitudinea “Bz” a punctului “P2”. 

Este de precizat că metoda descrisă conduce la aceleași 
valori cu cele obţinute prin utilizarea relațiilor (3.10.), (3.11.), 
(3.12.), dar transformate, în sensul că semiaxele suprafeței 
elipsoidului vor fi egale, deci a = b şi în consecinţă : 


- excentricitatea е-е” = 0 


M= 777 PTT 
[4 [4 ues 
а ТТГ”. ш 
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3.4. Rezolvarea problemei geodezice inverse 


3.4.1.Metoda înlocuirii suprafeţei elipsoidului cu 
sfera Gauss 


In limita аргохипан ог admisibile, pentru distante mici, 
se poate asimila suprafaţa elipsoidului cu suprafaţa unei sfere 
de rază medie Gauss. 

Ne vom referi la figurile 3.4 a şi 3.4 b , pe baza cărora 
putem, în primă etapă, scrie formulele semisumei si 
semidiferentei sinusului şi cosinusului în triunghiurile sferice: 


B-C btc А 


зіп сов = sin—— sin — 
2 2 2 
sin 2 sin B-E = sint E 8 май. (3.20) 
2 2 2 


=, = cos sin 
2 2 2 2 
а. B+C b-c А 

соз--зіп = cos cos — 
2 2 2 


Prin identificarea triunghiurilor PPP» şi CAB rezultă ; 


4-І, а-з 
В-180-4 b —90—B, (3.21) 
с-4 с-90-В, 
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Inlocuind egalităţile (3.22.) în (3.20.) se obține : 
sin gin A * A „+ „1, 
2 2 2 2 


908. p 
\ 90-B2 
A x 
Ал 
Р, b А I 
(B, L0) / 5 ур, (B4L;) 
nw с в | п sin cos АЗА cun A cos (3.23) 


Ecuator 
) 5 ^ 
а 
ш оваа Ai An ова В sin 
Fig.3.A.a Triunghiul pe sferă; | 
b. Triunghiul sferic corespondent | s 4-4 B-B I 
IV с08--с08 жсов-2 cos-2 
| 2 2 2 2 
şi cu ajutorul acestora зе calculează: | Înmpărțind egalităţile 1 ta П şi III la IV obținem : 
Е -Ж- (+ 
В C o4 A cop - A74. " cos „+В, 
2 ATA 2 ыз 
"Ug B, ZE 2 
b-c 90-В-(90"-В,) B,-B = 
= 7 2 
| 4-4 МБ 
B+C 180-4*4 gy 4-4. is ig ^ pm cu (3.24) 
2 2 2 (3.22) M s 
brc 180—B-B, о» В.В, у А Е 
2- 2 2 | Tn relaţiile (3.24.), coordonatele punctelor “Ру” şi “Ру” 
fiind date, rezultă că “Ву”, УВ," si"L," sunt cunoscute; deci 
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prin rezolvarea sistemului de ecuații pot fi determinate 
azimutele "Aj" şi * 4". 


Împărțind egalitàtile I la III , si II la IV se obține: 


„4-4 
В 2 ВНА 
“3 „а 2 (325) 
cos 47A. 


Е... 2 „В 
185 дд“ а 
2 


, Uma din relaţiile (3.25) se utilizează pentru calculul 
lungimii liniei geodezice dintre punctele “P,” si “P3”, iar 
cealaltă pentru verificare. 1 
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4. RETELE GEODEZICE 


Baza ridicărilor topografice si fotogrammetrice este 
formată din puncte geodezice uniform distribuite pe suprafața 
terestră şi de o anumită densitate. 

O retea geodezică este constituită din multitudinea 
puncielor situate pe suprafaţa topografică, pentru care se 
cunosc coordonatele punctelor într-un sistem unitar de 
referință. 

Poziționarea punctelor care alcătuiesc о rețea 
geodezică în raport cu o anumită suprafaţă de referință 
constituie una din problemele de bază ale Geodeziei, pe lângă 
determinarea formei şi dimensiunilor Pământului. 

Conceptul de poziționare punctuală, utilizat de 
Moldoveanu [13] se referă la stabilirea poziţiei unor puncte de 
pe suprafaţa terestră , apă sau din spaţiu prin coordonate 
rectangulare, geodezice sau sferice, într-un sistem unitar de 
coordonate. 

Inainte de prezentarea şi tratarea propriu-zisă a rețelelor 
geodezice se va face referire la datele geodezice fundamentale 
utilizate la rezolvarea rețelelor de triangulafie. 


4.1.Date geodezice fundamentale de referință 


Datele care pozițioriează sistemul de coordonate global 
elipsoida! (X,Y,Z) ,/sai-a oricărui alt sistem, în interiorul 
sistemului cartezian Í geo (Х,Ү,2) se numesc date 
fundamentale de referință (fig, 4.1). 
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Determinarea datelor geodezice fundamentale de 
referință, precum şi a punctului geodezic fundamental, 
constituie una dintre problemele importante şi în acelaşi timp 
dificile ale Geodeziei. 

Sub forma cea mai generală , determinarea datelor 
geodezice fundamentale de referință, după [12], ar include 
stabilirea următorilor parametri: 

> coordonatele Х-,/;,2 ale originii sistemului global 
elipsoidal în interiorul sistemului cartezian geocentric; 

> unghiurile de rotație £,,5,,5;ale axelor sistemului 
elipsoidal în raport de sistemul geocentric; 

> parametri geometrici principali "a" si а 

elipsoidului optim corespondent, 

> punctul geodezic fundamental. 


4.1.Date geodezice fundamentale 
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Se numeşte punct geodezic fundamental, acel punct al 
reţelei ice, în care se consideră că suprafaţa elipsoidului 
este tangentă la suprafața geoidului, iar verticala locului 
coincide cu normala la elipsoid. 

De menţionat cá triangulația veche a Romaniei, 
dinaintea celui de-al doilea război mondial, a avut ca punct 
fundamental observatorul astronomic militar din Dealul 
Piscului (Bucureşti), cu azimutul iniţial spre Foişorul de 
Foc.Orientarea elipsoidului Hayford în interiorul geoiduiui s-a 
făcut pe baza determinărilor astronomice din acest punct. 

Din 1951 până în prezent triangulajia de stat а 
Romaniei, are următoarele date geodezice fundamentale: 

> elipsoidul de referință Krasovski 1942; 

> punctul fundamental Pulkovo (Rusia) de coordonate 
geodezice В=59"46 15',359 şi L=30%1928 ,318; 

> azimutul geodezic Pulkovo-Bugrt 
(A=121%06 42. ,305). 

Determinarea datelor geodezice fundamentale пе 
referință a preocupat pe mai multi geodezi (Helmert 1880, 
Krasovski 1955, Heiskanen-Moritz 1967, Torje 1975, 
Groten1979 etc) dintre, care în cele ce urmează, se va prezenta 
metoda Helmert, metodă се a fost utilizată de Hayford in 
determinarea parametrilor primului elipsoid intrenational. 

In mare, metoda Helmert constă în : 

> neglijarea unghiurilor de rotație dintre axele de 
coordonate a celor două sisteme menţionate: 


ал) 


> înlocuirea coordonatelor Х-,У:,2, cu componentele 
deviatiei verticale; £,,7, şi a ondulatiei geoidului 


104 RETELE GEODEZICE 


"Wo" în punctul geodezic fundamental “Po”. Cu 
mărimile 2,791 “No” „зе realizează poziționarea şi 


А, a, măsurători de baze si direcţii) în punctul 
geodezic fundamental şi în punctele Laplace; 

> calculul parametrilor "a" şi "f" ai elipsoidului de 
referință optimal pentru rețeaua considerată: 


а=а' +аа 


(42) 
f-f'edf 
Calculele se vor efectua pe un elipsoid oarecare, cu 
parametri a" si f? consideraţi ca valori provizorii. 
De reţinut: 
> punctele în care se fac măsurători astronomice 
complete se numesc puncte Laplace, iar numărul 
acestora este mult mai mic decât numărul punctelor 
geodezice din rețea ; 
> parametri care definesc datele  geodezice 
fundamentale de referință, în metoda Helmert, sunt: 
Со До" М», а, f ale căror semnificaţie a fost prezentată 
în capitolele anterioare. 
In detaliu metoda Helmert constă în: 
1.Acceptarea, într-o primă etapă, în punctul geodezic 
fundamental, а identităţii între coordonatele astronomice şi 
cele geodezice , precum şi identitatea dintre azimutul 
astronomic intial ao; şi cel geodezic Ao;,. De asemenea, nu 
se ia în considerare deviația de la verticală а normalei şi 
nici ondulatia geoidului. Astfel se poate scrie: 
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РВ = Фор = А; 4 = а; М, =0) (43) 


2.Determinarea prin calcul a tuturor punctelor rețelei 
geodezice (В), Г2), inclusiv a punctelor Laplace în care 
s-au efectuat observaţii astronomice. 

3.Calculu! abaterilor de la verticală în punctele Laplace: 


5 = -B, 


44 

m, = (А, - 11, )совФ, ;1=1,2..1 “a 

Se încheie astfel, etapa preliminară de calcul şi se trece 

în continuare la rezolvarea problemei propriu-zise, unde 
necunoscutele sunt: 

- da, df -modificări în parametri elipsoidului folosit 


inițial; 
- Во, Йо, dAg - modificări în coordonatele punctului 
iniţial. 
4.Calculul coordonatelor rețelei (Bi, Та ) pe noul 
elipsoid: 
B =B} «dB; (45) 
L=L dl, | 


în care, diferenţele dB; şi dL; se calculează cu relațiile: 


9B, ôB, 8B, 8B, 8B, 
dB, = —. dB, + — dL, — dA, * — да +— df; 
в "а, "о, > а 9 
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Що ЛИНА Ба Па + UST 
d А Жш таныта айы 


unde derivatele parţiale: 


Оқ о „зы, 
за ар ава 


reprezintă coeficienţii necunoscutelor problemei luate іп 
studiu, ale căror valori se obţin prin calcule complexe ce se 
regăsesc în [10]. 

Pe noul elipsoid abaterile de 1а verticală ale normalei, în 
punctele Laplace, se calculează cu relaţiile: 


б, =Ф, - B, =Ф, –(8, «dB, ) - £; -4В, 
т, = (А =L, )eos b, =[А, – (1, dL, )јсовф,, = 
=n; -dh cos, ;1=1,2..1 
(4.7) 


unde s-a notat си: 


B, - coordonatele geodezice calculate ale punctului 
Laplace Li; 

Ф,,А,- coordonatele astronomice măsurate ale 
punctului Laplace Li; 

eh ~ abaterile de la verticalá ale normalei in punctul 
Laplace “L;”,pe noul elipsoid; 
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42,78 - abaterile de la verticală ale normalei în punctul 


Laplace *L;"pe elipsoidul provizoriu; 
Tinánd seama de expresiile (4.6), relaţiile (4.7) devin: 


ді, а, 
т = tut, E 4, 
4.8 
4 СА а, ~ 
— cos, dA, — a i adr PUE 


Pentru a arăta că în noua etapă de calcul ov зе 
neglijează deviația verticalei, Helmert introduce іп locul 
necunoscutelor dBo, şi dLo necunoscutele Фо şi dr, obținute 
prin diferențierea relaţiilor: 


o 79,- B; (43) 
тя (A-L) cos b, 

de unde rezultă: 
46, = -аВ,; (410) 
ап, =, cos, 


Tinánd seama de relațiile (4.10), relaţiile (4.8) devin: 


9B, 9B, 9B, ав, 8B, 
Cl таг аи sue N das df, 


Pentru determinarea celor cinci necunoscute dép, dno, 
аА, da, df sunt necesare minim 3 puncte Laplace în care se vor 
scrie , ecuaţiile de forma (4.11), care vor fi rezolvate prin 
metoda celor mai mici pătrate în baza condiţiei : 


[E +n] minim (4.12) 


Metoda Helmert nu abordează poziţionarea pe înălțime 
a elipsoidului, ea presupune o repartizare uniformă a punctelor 
geodezice pe suprafața considerată, fapt pentru care este 
cunoscută sub denumirea metoda suprafeţelor. 

Conform [12], la ecuaţiile (4.11) şi (4.12) specifice 
metodei Helmert se mai pot adăuga şi alte ecuaţii, deduse din 
ecuația Laplace. 

in determinări cu caracter tridimensional intervin trei 
translaţii spaţiale ale elipsoidului în rapord cu geoidul, precum 
şi modificări ale parametrilor elipsoidului folosit. De regulă se 
acceptă paralelismul dintre axele elipsoidului global şi cele ale 
geoidului, iar necunoscutele problemei sunt: d£ , dro, dNo, da, 
df. Prezentarea în detaliu a acestor probleme se regăseşte іп 
Torje 1975, Dragomir ş.a.1977. 

De mentionat că modificările care apar in parametri 
саге determimă datele geodezice fundamentale, conduc la 
modificarea coordonatelor geodezice ale tuturor punctelor din 
rețea, respectiv la modificarea componentelor дела ог 
verticalelor si a ondulatiilor geoidului în aceste puncte. 
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4.2.Clasificarea reţelelor geodezice 


Clasificarea rețelelor geodezice poate fi făcută după 
mai multe criterii, care indică modul de rezolvare, numărul 
elementelor cunoscute şi a elementelor determinate, destinația, 
forma şi importanţa reţelelor etc. 


> După modul de rezolvare reţelele geodezice,se 
clasifică în: 
-din punct de vedere: planimetric: 
- rețele de triangulatie, 
- rețele de trilateraţie;, 
- rețele poligonometrice. 
-din punct de vedere altimetric: 
-rețele de nivelment geometrie geodezic 
De menţionat că reţelele planimetrice sunt poziţionate 
altimetric, în general, prin nivelment trigonometric , iar rețelele 
de nivelment geometric sunt poziţionate planimetric, cu o 
precizie scăzută , având ca scop identificarea punctelor de 
nivelment. 


> După numărul elementelor cunoscute, rețelele se 
clasifică în: 

-Retele geodezice libere. — пи contin nici un element 
cunoscut, în acestea intervin doar observaţiile instrumentale 
necesare determinării geometrice a rețelei. 

Prezintă dezavantajul că nu pot fi încadrate într-un 
anumit sistem de coordonate. 
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- Rețele geodezice fără constrângeri — au un număr 
strict песезаг de elemente pentm încadrarea acestora în 
sistemul de coordonate adoptat. 

- Reţele geodezice constrânse - conţin un număr 
suplimentar de elemente, în raport de cele strict necesare şi 
suficiente, pentru determinarea poziționării rețelei în sistemul 
de coordonate adoptat. Pe astfel de elemente urmează să se 
realizeze, prin procesul de prelucrare a măsurătorilor, 
constrângeri de natură geometrică şi analitică. 

> Clasificarea după formă- ia în considerare forma de 
prezentare a rețelei, astfel se întâlnesc: 

- Reţele formate din lanțuri de triunghiuri уі 
patrulatere (fig.4.2.). - dispuse în lungul meridianelor şi 
paralelelor, la distanțe de circa 200 km, la intersecția lor 
existând puncte Laplace. 


2 
BULGARIA 


Fig.4.2.Reţele primordiale 
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De menționat că în rețeaua veche a României au existat 
trei lanțuri primordiale dispuse în lungul meridianelor şi două 
lanţuri dispuse în lungul paralelelor, care făceau parte din 
lanţuri internaţionale, fiind sprijinite ре 9 baze geodezice. 

În interiorul lanțurilor primordiale de ordinul I se crea 
reţeaua de triangulaţie complementară de ordinul I, de îndesire, 
care era ulterior compensată, ca o triangulație constrânsă, pe 
elemente fixe ale lanțurilor primordiale, anterior şi independent 
compensate. 

Reţea compactă de triangulaţie (de suprafaţă)-(fig 4.3) 
acoperă integral teritoriul considerat, fără a se mai crea golurile 
existente în rețelele formate din lanţurile primordiale 
Compensarea reţelelor compacte se realizează în bloc sau prin 
metode riguroase de compensare pe grupe de ecuații 


UCRAINA 


SS BI SIS C SPESE 
& ЖИБЕ ЕЕ ARAL 
е SEC RBA Y ш 
Ж 5 
=: + 
+ 


Fig.4.3. Reţea compactă 
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Actuala rețea de ігіапршайе a țării noastre este o rețea 
compactă, Afirmația poate fi extinsă şi asupra rețelei de 
nivelment care, deși este creată sub formă de poligoane, 
asigură acoperirea întregii suprafeţe a ţării în mod uniform. 
Reţeaua gravimetrică se realizează, de asemenea, sub forma 
unor poligoane. 

> Clasificarea după destinatie- ia in considerare 
arealul de dezvoltare a rețelelor geodezice, astfel se 
întâlnesc: 

- Reţea geodezică internaţională. - creată pe teritoriul 
mai multor state, pe baza unor convenţii şi colaborări 
internaţionale. Pe lângă scopurile ştiinţifice, de determinare a 
formei şi dimensiunilor Pământului, reţelele internaționale sunt 
utilizate în scopuri cartografice, militare, economice etc. 

- Reţea geodezicá de stat. -(бр.4.4) creată separat 
pentru triangulaţie şi respectiv pentru nivelment, pe întreg 
teritoriul țării, constituie principala rețea de sprijin pentru toate 
lucrările topografice, fotogrammetrice şi cartografice. 


VAN ză а) 


Fig.4.4. Reteaua geodezică de stat 
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Rețelele geodezice planimetrice sunt împărţite în reţele 
de diferite ordine, după lungimile laturilor ce unesc puncte 
geodezice apropiate. Astfel sunt cunoscute rețele geodezice de 
ordinul 1, П, ІШ, IV. In tabelul 41 sunt prezentate câteva 
caracteristici ale reţelelor geodezice . 


Tabelul 4.1 


Neînchidereu 


Rețelele de ordinul Г: Ш sunt denumite rețele de ordin 
superior de triangulaţie (fig.4.4.), iar cele de ordinal IVsi V de 
ordin inferior. Aceste rețele au fost create de către Direcţia 
topografică militară începând cu anul 1956. 

Reţeaua de triangulatie de stat a fost completată cu o 
reţea de îndesire de ord.V , ale cărei puncte au fost determinate 
nu numai prin metoda triangulatiei, ci şi prin metodele 
trilateratiei, poligonometriei, prin intersecţii înainte şi înapoi 
sau combinate. 

Кејејеје geodezice de nivelment sunt împărţite în rețele 
de nivelment geodezic de ordinul 1, П, Ш, IV care diferă între 
ele prin lungimea traseelor sau poligoanelor închise din care 
sunt formate „conform tabelului 4.2. 

În mod similar cu reţelele planimetrice, rețeaua de 
nivelment de stat (fig.4.5) a fost, de asemenea, îndesită şi 
completată până la ordinul V. 
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Tabelul 4.2 
aliod [ Би ст 1 —Ó 
I 1500 *2mm (ДЕД, 
П 500-600 +5 тт ЈП 
Ш | 150-200 +10 mm ЛА», 
Г ту 50 x 20 mm ПД, 
M 5-10 +30 mm ПК. 


UCRAINA 3 
Mem, > 
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Fig,4.5.Reţeaua de nivelment de ordinal I 


Reţele geodezice locale- se utilizează pentru lucrări 
inginereşti de amploare, cum ar fi marile complexe 
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hidroenergetice, bazinele miniere, complexele industriale etc., 
în cazul când, în zona de interes nu se găsesc puncte ale reţelei 
de stat. Uneori, precizia interioară a unor astfel de rețele este 
mai ridicată, în comparaţie cu precizia din rețeaua geodezică de 
siat. De aceea , în mod obişnuit, rețelele geodezice locale пи se 
constrâng, ci se realizează doar o încadrare în rețelele 
geodezice de stat corespondente. 

> După numărul de dimensiuni determinate ale 
spațiului în care este amplasată гефеша - se pot distinge 
următoarele : 

- Reţele geodezice unidimensionale — au doar o singură 
mărime determinată omogen, altitudinea. În această categorie 
de reţele peodezice se pot încadra rețelele de nivelment 
Celelalte coordonate, atașate punctelor respective, au un rol de 
identificare, fiind determinate aproximativ. 

- Reţele geodezice bidimensionale. În aceste гејеје 
punctele au determinate două coordonate într-un sistem unitar 
de referinţă: x, y în planul de proiecţie sau В, L ре elipsoidu] 
de referință. Aceste reţele se mai numesc şi rețele planimetrice, 
desi în ultimul caz denumirea este improprie. Altitudinea este 
determinată separat, într-un sistem бе coordonate 
unidimendional. 

- Reţele geodezice tridimensionale. -am determinate 
omogen şi unitar toate cele trei coordonate care descriu poziția 
punctului într-un sistem cartezian de coordonate . Spre 
deosebire de retelele prezentate anterior, acestea au о singură 
suprafaţă de referinţă — elipsoidul. 

- Reţele geodezice în spaţiu cu patru dimensiuni. —se 
referă la rețele geodezice care se determină în mod repetat la 
anumite intervale de timp. Timpul constituie cea de-a patra 
dimensiune. 


4.3.Prelucrarea măsurătorilor geodezice 


Principiile de prelucrare a măsurătorilor geodezice sunt 
cunoscute de la cursul de teoria de prelucrare a măsurătorilor 
geodezice. De aceea, unele noțiuni sau algoritmi de calcul se 
presupune a fi cunoscute. 

In vederea evaluării unor parametri, în Geodezie există 
o anumită metodologie, ce trebuie respectată, pentru obținerea 
rezultatelor finale. 

Baza metodologiei, o reprezeintă modelul matematic 
constituit din formularea relaţiei funcţionale dintre parametri 
necunoscuţi şi mărimile măsurate. 

Prin model se înţelege o reprezentare simplificată a 
unui fenomen sau proces real. 

In funcţie de natura variabilelor care intervin în modei 
în Geodezie modelele se împart în două categorii principale, 
modelul funcţional şi modelul stochastic. 

La prelucrarea observaţiilor efectuate în rețele 
peodezice se pot utiliza mai multe modele i 
stochastice, dintre care cel mai cunoscut model este modelul 
Gauss-Markov. 

Prelucrarea observațiilor efectuate într-o rețea 
geodezică se desfăşoară conform modelului funcțional- 
stochastic adoptat, reprezentat prin relațiile: 


у= Ax+l 
аі то --- пао, 
2 
C= пе 06) љута j 920, (4.13) 
қо, 7460, - oci 
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în care: 
с? - чапаща teoretică а mărimilor măsurate (M7 ); 
- coeficient de corelaţie între măsurătorile 


MisiM Му ч өзе» 

с -соуапаща teoretică între măsurătorile му si M7 

Prima ecuaţie din (4.13) reprezintă modelul funcţional, 
nu conţine elemente aleatoare şi descrie o relație funcţională 
între mărimi, adică la o valoare dată a argumentului corespunde 
o valoare unică a funcţiei. 

A doua ecuaţie din (4.13) reprezintă modelul stochastic 
sau stafistic şi confine variabile aleatoare, ce corespund 
efectului posibil al unor factori necontrolabili, care influențează 
procesul modelat .Ecuatia descrie o relaţie complexă între 
mărimi, adică la o valoare dată a argumentului corespunde un 
ansamblu de valori posibile ale funcţiei 

In modelul stochastic matricea „Са“ , de dimensiuni 
(nn), reprezintă matricea de устати — covarianță a 
măsurătorilor. Matricea „Ош”, de aceleași dimensiuni, 
reprezintă matricea cofactorilor măsurătorilor, iar o% este о 
constantă denumită „varianța unității de pondere” sau „factor 
de variantá" şi este adimensională. 

Elementele matricei cofactorilor se numesc cofactori 
sau coeficienţi de pondere, iar condiţia necesară şi suficientă ca 
matricea să бе independentă este ca toţi coeficienții de pondere 
dreptunghiulari să бе nuli adică, 0, =0; pentru i j. 

În continuare, se va prezenta metoda celor mai mici 
pătrate utilizată la rezolvarea rețelelor geodezice pentru cazul 
măsurătorilor indirecte, condiționate şi indirecte supuse la 
condiții. 
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4.3.1.Măsurători indirecte 


Se cunoaşte faptul că, între mărimile măsurate direct şi 
mărimile care se obțin indirect, pot fi stabilite legături 
funcţionale ce pot fi liniare sau neliniare. In practica geodezică 
sunt frecvente cazurile când funcţiile de legătură sunt neliniare. 

Pentru acestea forma generală de exprimare este: 


£x Ха» XJ) =. 
(х.х, X) =h 


(4.14) 


în care : 
Xt, Хо,...,„Хк- necunoscute (mărimile care se determină), 
ћу I5 - mărimile măsurate şi considerate fără 
erori. 
Мот cu H, i, mărimile măsurate şi eronate, 


cum de altfel există practic întotdeauna şi avem : 


брк ХО) 7v 
Е, G xu); 7v, 


(4.15) 


f, (к, хох) + 
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Este important de precizat că mărimile x, , Хо ,.. „Ху nu 
sunt independente, ci legate între ele prin relaţiile (4.15). 

De asemenea, sistemul de ecuaţii (4.15) este format din 
atâtea ecuaţii câte mărimi măsurate există, iar numărul lor este 
mai mare decât mimărul necunoscutelor, adică există 
întotdeauna n > k. 

Exprimánd necunoscutele “x” din (4.14), în funcție de 
valorile aproximative х si corecţiile (creşterile) Ax; se poate 
scrie: 

х-х Ах, i-l2,..k (4.16) 


Introducând (4.16) în (4.14) se obţine: 


& (хо+Ах,, хо Аха ЋАХ,) -10 -у, (a) 
і=1,2,...,п 


Creşterile necunoscutelor fiind mici, funcțiile (4.17) pot 


fi dezvoltate în serie Taylor. Se rețin din dezvoltare termenii 
până la puterea întâi. 


of, д, 
те и. ЕР (E) +. 
1 2: * да 1 EA 2 


(E). 4 =v, і-1,2,..,п 
x, 


(4.18) 


Expresiile derivatelor se calculează pentru: 


х=ж (-12,.X) 
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Lo NENNEN n a te EL LL 
Notând cu а, bp- 6 681, 2,..n) coeficienţii 

creşterilor Аха, Axo, ..., Ажы ар SELE - 1G, 

2,...п), sistemul (4.18) devine: 


ах +БАх, +... tk Ах, +, =з, (4.19) 
1-452; 

Sistemul de ecuaţii (4.19) reprezintă forma generală de 
definire a măsurătorilor indirecte şi poartă numele de sistemul 
ecuaţiilor de erori sau sistemul ecuaţiilor de corectii. 

In cazul funcţiilor liniare sistemul ecuaţiilor de erori se 
prezintă sub forma: 


ад ах, kx, + =У, 


72, SN 

Pentru а rezolva cu uşurinţă sistemul se înlocuiesc 
necunoscutele “х cu expresiile sistemului (4.16), ceea се 
conduce la un тық, de ecuaţii de forma (4.19). 

Datorită erorilor inerente ce apar ја măsurare, valorile 
mărimilor măsurate nu sunt cele reale (adevărate) Erorile 
acestor mărimi dau erorile ecuaţiilor de corecții. 

Se cunoaşte că la măsurătorile directe de precizii 
diferite, expresiile de calcul ale ponderilor sunt date de relaţia: 


Р 
ГА 4%) текат (421) 
m 
sau: 
poo ізі, (422) 
m; 
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unde: 
mo-eroarea medie pătratică a unităţii de pondere. 


Se poate trage concluzia că, ponderile ecuaţiilor de erori 
sunt date de ponderile mărimilor măsurate, sau de ponderile 
termenilor liberi. 

In funcţie de erorile ce apar, respectiv de ponderile 
ecuaţiilor de erori, măsurătorile indirecte sunt de aceeaşi 
precizie sau de precizii diferite. 


4.3.2.Măsurători indirecte de aceeaşi precizie 


Considerând sistemul ecuațiilor de erori alcătuit din 
“пе ecuații cu trei "necunoscute, de forma: 


ах tă tex, tl =, 


дух bx, cx, +1 
MSc (4.23) 
ax +b, X, tcx 
sistemul poate fi scris: 
ах +}х, +с,х, +, = У, (424) 


1=1,2,..,п 
Algebric sistemul este nedeterminat, întrucât conţine 


n+3 necunoscute (mărimile care se determină хі, Xo, Xs $i 
erorile aparente vi, V2, ... va) faţă de “n” ecuaţii. 
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4.3.2.1.Stabilirea sistemului normal de ecuaţii 
Rezolvarea sistemului (4.23) este posibilă în condiţia de 
minim: 
[vv] = minim (425) 


Erorile aparente — vi,vi...va sunt funcţii de 
necunoscutele хі, xo, Хз, deci se poate scrie: 


Рх) =з V), = (as Fb, Кох, HEY + 
Hax bx, ex, +) +...+(а„х, b x, +с„х, LY (426) 
= minim 


Se cunoaşte că extremul unei funcţii se obține pentru 
valorile variabilelor care anulează derivatele parţiale ale 
funcției în raport cu acestea: 


=0; (427) 


Efectuând derivatele parţiale ale funcției (4.26) şi 
rupând termenii după necunoscutele “ху”, “хо”, “хз”, se obține 
sistemul normal de ecuaţii, care se prezintă sub forma: 


[aa]x, -[ab]x, Нас, *-[a7] - 0 
[ab]x, +[БЬ]х, -[be]x, + - 0 (4.28) 
[ac] -[be]x, “есік, ей - 0 
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Datorită simetriei coeficienţilor necunoscutelor faţă de 
diagonala principală, sistemul se mai poate scrie: 
Гоа +Габс, Насър; a7] - 0 
[bb]x, -[be]x, [bI] - 0 (4.29) 
јесте, “ей - 0 


4.3.2.2. Calculul coeficienţilor ecuațiilor normale 


Pentru calcului coeficienţilor ecuaţiilor normale se 
utilizează coeficienţii şi termenii liberi din sistemul ecuațiilor 
de erori (4.24). 

Metodologia care se utilizează urmăreşte са valorile 
care se obțin pentru coeficienţii şi termenii liberi din sistern) 
ecuaţiilor normale să fie corecte, fapt — care se impune 
introducerea unor relații de control astfel din (424) ве 
calculeazá: 


a +6 +c + =s; #<1,2,.,п (4.30) 


Adunând ре coloane termenii din egalitátile (4.30) 
rezultă: 


[а]+{В]+с]+[]=[в] (431) 


Inmultind succesiv relaţiile (4.30) cu а, bi, с, |, si şi 
adunând pe coloane se obțin relațiile de control: 
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Pt A а 


[aa] [ab] +[ас] +|а] = [as] 

[ab]-- [bb] 4 [bc] € [97] = [bs] 

[ac] [bc] [ec] eT] = [es] (432) 
ал+  +е + = [15] 

[as] [bs] +[25] [5] = [ss] 


Calculul coeficienţilor se realizează cu ajutorul unor 
tabele, intocmite în utilitare de calcul tabelar (Excel, Lotus 1 2 
3, Works, Pardox etc). 

Se va prezenta în continuare schema redusă de calcul 
a coeficienţilor ecuaţiilor normale. 

Astfel: 

- în coloana 1 se introduce numărul curent al ecuațiilor, 

- în coloanele 2,3,4 se trec coeficienţii necunoscutelor; 

- în coloana 5 se trec termenii liberi; 

- în coloana 6 se face controlul (4.30); 

- în partea de jos a tabelului se realizează controlul 
(4.31), după care urmează calculul coeficienţilor ecuaţiilor 
normale: 

Coeficienţii ecuaţiilor normale se obțin aplicând funcţia 
sumproduct. 

Astfel, pentru coeficienții primei ecuații normale se 
aplică "sumpreduct" între coloana coeficienţilor “a” , de la 1 
la “n” (coloană luată ca fixă) deinmultit cu aceeaşi coloană. 
Prin acţionarea tastei “enter” se obține [аа]. 

Se copiază formulele spre dreapta până la coloana sumă 
(s), obținând coeficienţii [ab], [ac] [al], [as]. Se procedează іп 
mod similar şi pentru celelalte ecuații. 

De menţionat, că pentru a obține о celulă sau coloană 
fixă, în utilitarul Excel, se acţionează tasta F4. 
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Având în vedere că, în sistemul normal de ecuații 
numărul necunoscutelor este egal cu numărul ecuțiilor, 
sistemul este compatibil bine determinat. 

Rezolvarea sistemului de ecuaţii normale se realizează 
prin mai multe metode printre care amintim: 

> metoda reducerii successive (Gauss-Doolittle); 
> metoda matricealá; 

> metoda aproximatiilor succesive; 

> metoda Seidel; 

> metoda relaxării; 

> metoda eliminării parţiale. 

Din metodele enumerate se vor prezenta în continuare 
metoda Gauss-Doolittle şi metoda matriceală. 
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4.3.2.3.Rezolvarea sistemului de ecuaţii normale prin 


metoda Gauss-Doolittle 


Tabelul 4.4 


| 122] | [252] | 10 | 


ENE НЕ INTR 
lœz tA 


Modul de lucru, pe linii, cu schema triunghiulară 


Gauss-Doolittle se realizează după cum urmează : 
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> In rândul 1 se introduc coeficienţii, termenul liber și 
suma acestora din prima ecuație normală. 

> Rândul 2 se obține împărțind elementele rándului 1 la 
primul coeficient ([aa]) luat cu semn schimbat. Linia 
se înregistrează cu roşu şi reprezintă prima ecuație 
eliminatorie din саге va rezulta necunoscuta “ху” 

> In rândul 3 se introduc coeficienții celei de-a doua 
ecuaţii normale şi suma acestora. 

> Rândul 4 se обрпе- inmultind elementul din rândul 2 
(linia roşie), coloana b] cu fiecare element din rândul 
1, începând cu coloana b] spre dreapta. 

> Rândul 5 se obţine prin adunarea pe coloane, a 
elementelor din rândurile 3 şi 4. 

> Rândul 6 se obţine prin împărțirea rândului 5 la primul 
element ([bb]) luat cu semn schimbat. Această linis 
reprezintă a doua ecuaţie eliminatorie din care rezultă 
“ха” şi se înregistrează cu roşu. 

> In rândul 7 se trec coeficienţii celei de-a treia ecuaţii 
normale şi suma acestora. 

> Rândul 8 se obține- inmultind elementul din rândul 2 
(linia roşie), coloana c] cu fiecare element din rândul 
1, începând cu coloana с] spre dreapta. 

> Капаш! 9 se obţine inmultind elementul din rândul 6 
(linia roşie), coloana c] cu fiecare element din rândul 
5, începând cu coloana c] spre dreapta. 

> Rândul 10 se obţine prin adunarea pe coloane, a 
elementelor din rândul 7, 8 şi 9. 

> Rândul 11 se obține prin împărțirea rándului 10 la 
primul eiement ([cc]) luat cu semn schimbat. Această 
linie reprezintă a treia ecuație eliminatorie din care 
rezultă “хз” şi se înregistrează cu roşu. 

> In rândul 12, pe coloana termenilor liberi, se trece [1] 
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> Rándui 13 se obţine prin înmulțirea elementului situat 
pe coloana termenului liber din prima ecuaţie 
eliminatorie (rândul 2), cu cea de deasupra. 
> Rândul 14 se obţine prin înmulțirea elementului situat 
pe coloana termenului liber din cea de a doua ecuaţie 
eliminatorie (rândul 6), cu cea de deasupra. 
> Rândul 15 se obține prin înmulțirea elementului situat 
pe coloana termenului liber din cea de a treia ecuaţie 
eliminatorie (rândul 11), cu cea de deasupra. 
> Insumând pe coloane rândurile 12, 13, 14, 15 se obține 
[2.3] care este egal си [15] şi care reprezintă chiar [vv]. 
In tabelul 4.5 se poate urmării modul de calcul al 
necunoscutelor.Se remarcă faptul că necunoscuta “ху”, rezultă 
din ecuaţia eliminatorie 3. Se introduce “хз” în ecuația 
eliminatorie 2 şi rezultă “хо”, după care, “хо” şi “хз” se intoduc 
în ecuaţia eliminatorie 1 şi rezultă “xy”. 


Tabelul 4.5. 

= | 221 

- ха | ez 

= | Вей ху | uu 

х= | "эл | ma 

хү= | 100 + у | _ [52] * ха | 12 
12a] laa] Taal 


Tot din schema Gauss rezultá [vv] ca algoritm al 
termenului liber redus de trei ori, valoare ce se va utiliza la 
calculul erorii medii pătratice “то” (abaterea standard) dată de 
relaţia (4.33): 


ЕЗ РИ => ШЕ) 
МА гш, ГЕН Mon 


unde: n- numărul de ecuaţii; 
k - numărul de necunoscute 
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срп Ла ЇЇ Гей 
(31- tn iu Pul hol (434) 


Erorile necunoscutelor se calculează cu relaţiile: 


mimm сіңі qas 
та = tmo ss утрр = то (От 


Coeficientii de pondere “Qx” se calculează in trei 
coloane ataşate ер Gauss, de unde rezultă: 


Qu 1 V8 :0 1 МЕЛ ~ - 

за r біз teen 9? 7 poa] пее 9 [ес] (436) 
NORMEN | 

Oe = А АЛ LER 


T" ИА 1“ [сс.2] 


` De menţionat că vectorii termenilor liberi pentru cei trei 
coeficienţi de pondere au valorile (-1, 0, 0), (0, -1, 0), (0, 0, -1), 
iar modul de lucru în coloanele ataşate este similar cu modul de 
lucru din celelalte coloane. 

Din relaţiile (4.35) şi (4.21) rezultă semnificația 
mărimilor “Он”; 


m, 


2 
42) тр; 11230 (437) 


Se poate trage concluzia că inversa mărimilor “Он” 
defineşte ponderile mărimilor obținute indirect “x;”, motiv 
pentru care Он (і-1,2,3), se mai numesc coeficienți de 
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на 


зА А 


wupu 


ағ» 


[ [bc] | 
121231 
faz] 
"im 


[асас] 


Г 
Б] 


: 9189 Ереріцеш вәләпәв ш ALYA зоропи jnidiouuq 
“g 
ч 
4 


(ort) 


T 1 


182 
[сс2) 


lasi 
kea] 


(441451 
[а] 


ват тъ 


ESI) 1 
[Cv] 


facii] 
(ай 


No 
[5] 


„254 
192 


зпов agod əs (gg: y) jmuaysis perotmeyq 


(ве?) 


и =$; 
lae] 

КА 

= и 


1227) 


Та 


5% 
В: 
aia dR 
в | в. ii 
Bim ef 
ti же * 
% FÈ g 
гізі 
=: БЕЛ X3 
в: 45-5 8 
| 
E 


(sc) 


От 


[i 
[aa] 4 


Те 
Pas) 


Аз.2 

473 
[222] 

Ор 


Hos әр 


лоийейоо mnurojsts к GEPEM солелогангу сЕ 


Rând 


HOIZHGOSD FALTA 


ТЕТ 
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v” - este transpusă matricei „у? din (4.39). 
Inlocuim relația matricialà (4.39) în (4.41) şi obținem : 
F -v!v- (ATAT - (Ax -I) = x' A Ax - 2x" AT] + 111 = minim 
(4.42) 
unde: 
x", AT, Е -transpusele matricilor din (4.40). 


Condiţia de minim a funcției (4.41) este îndeplinită atunci 
când derivatele funcției în raport cu „Х” sunt egale cu zero: 


так 
ДОН 0 443 
Раа (4.43) 


Prin derivare rezultă sistemul ecuaţiilor normale: 
A? Ax- 41-0 (4.44) 
de unde rezultă necunoscutele sistemului : 
x-(A Ау! АЛ (445) 
in care: 


(47 Ау! - inversa matricii ATA 
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Se cunoaşte că eroarea medie pătratică a unei singure 
măsurători se determină cu relația (4.33), în care se pune 
problema calculării prin metoda matriceală a expresiei [vv]. 

In acest sens se va scrie expresia matriceală a sistemului 
ecuaţiilor de erori (4.39) şi transpusa acestuia( 4.39") : 


v=Ax-l Е 
pf (4.39) 


Cu aceste egalitáti expresia matriceală a principiului 
micilor pătrate, ce se regăseşte în (4.42), se scrie ( 4.42"): 


vy (А (Ах = x! A! Ax - I Ax АПА 7 (4.47) 
= 3747 Ax-2X ALTI | 
Observaţie: 

Expresiile care se repetă au fost notate cu prim (*'"). 


Luând în considerare expresia matriceală a necunoscutelor 
(4.44) şi a coeficienţilor de pondere Ољ=(А' A)", se poate serie: 


х=0.41 (4.46) 
de unde: 
x! «f AQ, (4.47) 
Inlocuind (4.47) în (4.42 )se obţine: 
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Муз ПАО ААО, А-2 AQ A Le F1- 
zl AQ,A1—2f AQ + Pl=Pi-f. AQ, A1 = (4.48) 
-Е(Е-40,47) 


unde: 


E- matricea diagonală unitate 


4.3.2.5. Exprimarea matriceală a coeficienţilor de pondere 


Cunoscând expresia erorii unei funcții pentru cazul 
general [6]: 


т? = Сета + Ст + „+ Сата (4.49) 
sau: E 
т, = Ст? (4.50) 
Та scriere matriceală relaţia (4.50) se prezintă sub forma: 
m, =40 mC (451) 
în care: 
GEODEZIE 


"ML e (4.52) 


Tinánd seama de (4.21), (4.22), relaţia (4.51) se poate 
scrie sub forma: 


1 = стрес (4.53) 
P. 
unde: 
p -matricea diagonală a ponderilor: 
p^ -inversa matricii “р”. 
p 900 B 900 
0 о 0 0 ы 
ра ^ Dp P 0 0| (аза) 
0 0 0 p, о оор 


Тіпапа seama de cele prezentate şi revenind la matricea 
necunoscutelor sistemului ecuaţiilor de erori (corecţii) (4.45), se 
remarcă faptul că aceasta este o funcţie de matricea termenilor 
liberi “Р, ale căror elemente sunt mărimi măsurate direct şi 
independente. 

In consecință se poate aplica relaţia (4.54) în care 
ponderile sunt egale cu unitatea şi avem: 
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Qu =(P Ay ANA y! АТ = 


= (ATA АТ AAA)" = (H1 Ау! "m 
In functie de (4.55) se poate scrie: 
Ол - (4 4) (4.56) 


unde : 


Qxx -matricea coeficienţilor de pondere , coeficienţi 
corespunzátori márimilor obtinute indirect. 


Pentru determinarea coeficientului de pondere al unei 
funcții, se consideră funcţia: 


PF fl + fa ++ fe (4.57) 
în care: 


X1X2,---„Xk- mărimi obținute prin măsurători indirecte; 
fi, b... fi. coeficienți constanti. 


Matricial funcția se scrie: 
F2foef'x (4.58) 
in care: 
С (4.59) 
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Luínd în considerare expresiile (4.45) şi (4.55) putem 
scrie: 


x-Q, Al (4.60) 
Cu expresia (4.56) funcţia (4.57) devine: 

Е= +7041 (4.61) 
Зе obsearvă că funcţia (4.58) realizează trecerea de la 


variabilele dependente хъ,хо,...,ху la variabile independente /1, 
ћу... Şi în consecință se poate aplica formula: 


Our = QnA 40, f (4.62) 
sau ținând seama de 4.53, rezultă: 
О =S Qaf (4.63) 


Coeficientii de pondere stabiliți cu relațiile (4.53) şi 
(4.63) sunt utilizați la calculul erorilor medii pătratice ale 
mărimilor obținute indirect şi a erorii unei funcții de aceste 
mărimi. 


у 4.3.3.Măsurători indirecte de precizii diferite 


In cazul când erorile ecuaţiilor sau ponderile lor sunt 
diferite, măsurătorile indirecte sunt de precizii diferite. 
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Considerând ponderile ecuaţiilor din sistemul ecuațiilor 
de erori ca fiind рі, pz.., p» condiția de minim ataşată 
sistemului de ecuaţii, va avea forma: 


[руу] = minim (4.64) 


Considerând erorile aparente ca funcţii de mărimile ce se 
determină se poate scrie: 


Е(х,х„х,)= ри + Po +..+ ру = 
рах, Ах, ex, +! + баз + bx, ez, +h)? + (4.65) 
+..р„(а,х, + bata cux, Њу. = minim 


Derivând parţial funcţia (4.61) în raport cu xi; ха; хз şi 
egalând cu zero se obţine sistemul ecuațiilor normale pentru 
cazul măsurătorilor indirecte de precizii diferite. 


[paa]x, *[pab]x, *[pac]x, * [pal] - 0 
[pab]x, -[pbb]x, +[рЬс]х, +1р51=0 (4.66) 
[pac]x, * [pbc]x, * [pce]x, +Грей< 0 


Calculul coeficienţilor necunoscutelor şi termenii liberi 
din sistemul ecuaţiilor normale (4.61) se efectuează în mod 
similar ca şi în cazul măsurătorilor indirecte de aceeaşi precizie, 
cu deosebirea că în schemele de calcul apare o coloană în plus, 
cea a ponderilor. 

Relaţiile de control ale coeficienţilor ecuaţiilor normale 
au forma: 


[а] [9] еј] 1-5] 
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[paa] + [pab] + рас|+Грай 3 = pasi 
Прав + [pbb] + Грбе + ТРОП -[phs] 
Грас|+рбе + рес + Грей - [pes] (4.67) 
Гра + [pbI + Грей -ІріД-іріз) 
[pas]+(pbs]+Lpcs]+[pls]= [pss] 


Tabelul 4.7 
мера | b [ e [ 1 | 5] 
(1 ма | Те | 1] 5] 
|2 ъа [ьо |] | 
ма аы 
Б Б Е Ж L 
| п [а | 5 | + | + | 3 | 
LII Bl а а | Id | 1] EL! 

ЛЛ 


й 


In tabelul 4.7. se prezintă schema redusă de calcul а 
coeficienţilor si termenilor liberi.Calculul —coeficientilor 
ecuaţiilor normale se realizează cu ajutorul aceleaşi funcții 
SUMPRODUCT, dar în acest caz, la efectuarea produselor , 
apare coloană în plus cu ponderile ecuațiilor de erori. 
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Rezolvarea sistemului de ecuaţii normale se realizează 
prin mai multe metode, dintre care se va prezenta, în continuare, 
metoda reducerilor successive şi metoda matriceală. 

Din sistemul ecuaţiilor normale (4.66) se exprimă, în 
prima ecuație, necunoscuta “ху” în funcție de celelalte 
necunoscute şi se obține: 


„= [pab], Пра], (юй caca) 
[paa] ^ [poa] ^ [paa] 
Se introduce expresia lui ^x," în celelalte ecuaţii si se 
grupează termenii după celelalte necunoscute: 


иын ва tette. uan terne) 
paa] [paa] [paa] 


fin- Lipa, | psa IH - | ЈЕ 
[paa] [paa] [paa] 
(4.69) 


Se introduc algoritmii lui Gauss (termenii din acolade) 
după reducerea necunoscutei “хі” şi astfel rezultă: 


(рі phe. рь 16110 (470) 
Грбс с, +[рсс.1]х, ос 1 - 0 


In continuare se exprimă necunoscuta “ху” în funcţie de 
“хз” şi se introduce în cea de-a doua ecuaţie a sistemului (4.70): 


прве — [p.n (471) 


T apii]? [pbb 
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PEU _ Грбе. Ше o0 72 
len Tm" рел Те | ) 


Se introduc algoritmii lui Gauss reduși de două ori în 


funcţie de care relaţia (4.72) devine: 
[рес.2]х, +[рс12]=0 (4.73) 

[рсї2] 
-- а 474 
Грос 21 ы 


Celeialte necunoscute se obțin în ordine inversă, prin 
introducerea relației (4.74) in (4.71) „rezultă “хо”, iar apoi prin 
introducerea necunoscutelor “ха”, “хз” їп (4.68) rezultă “хц”. 

Rezolvarea sistemului de ecuaţii normale se realizează în 
schema triunghiulară Gauss-Doolittle: 


Tabelul 4.8 


GEODEZIE 


ПТР Грас рај | ipic 
Пт 1265. Грбе 9 
| [рсс.2] 21 [рсз.2] 10 
i ТЕРІ 17552] - 
Е [E іре21 

же [pis] 12 

T Тіра ра | _Грађраг] 
Ipaa] Ipaa] 13 

ТВ рег | iens 
[m] [E 14 

ірізігі | 1212152) 
1р2) Ipeca} 15 
| [руу] єз] | 16 


Schema Gauss oferă, pe lângă o rezolvare simplă a 
sistemului normal de ecuații un control periodic. Astfel se 
execută un control facultativ în liniile 2, 6, 11: 


_ [pab] _[pac] [pa] — [раз] 
[paa] [раа] [paa] [раа] 


а [obci] [рЫ] 1р5 (4.75) 
pbb) [pbbl] [266] 


кк Ж, | 
[рсс2] — [pcc2] 
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şi un control obligatoriu in liniile 5, 10: 
[pbb.1] HL pbc. o [pbL.3] = [ рЁз.1] 
Ірсе 2] [pet 2] = [ рез.21 (4.76) 
Pentru verificarea necunoscutelor se foloseşte relația: 
Грай, “рыс, “Грей, +[рРИ]=[рЗ=[рЕ3] (4.77) 
Eroarea medie pătratică a unei singure măsurători în 


cazul măsurătorilor indirecte de aceeaşi precizie, denumită și 
eroarea unităţii de pondere se calculează cu relaţia: 


24 ПРИ _ „ ОПА 


Та cazul calculării sistemului normal de ecuaţii (corecţii) 
prin metoda reducerilor succesive există egalitatea: 


[pv] - oL &] 479) 


k -numărul reducerilor egal cu numărul necunoscutelor 

Erorile necunoscutelor se calculează cu relaţiile 
similare cu cele din (4.35), în care coeficienții de pondere se 
calculează cu relaţiile: 
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[pas] [pbi] ipec2] 
PRE: +-М. (4.80) 
[pbi] [рсс2] 
1 


Оа= Трес 5] 


Qu 


Eroarea medie pătratică a unei funcţii de mărimi 
măsurate indirect şi de precizii diferite, se calculează în mod 
similar cu relația (4.35), în care coeficientul de pondere a 
funcției se calculează într-o coloană atașată schemei Gauss şi 
este dat de relația: 


„АР АР. 481 
Оте = рал] ірі [рес2] мәз 


4.3.3.1.Metoda matriceală 


Sistemul ecuaţiilor de erori în cazul măsurătorilor 
indirecte de precizii diferite se prezintă sub forma: 


у=ах +8х, 4... Ах, – де pondere р, 


4.82 
i-k2,.,n ~ 


Prezentat sub formă matriceală, sistemul ecuaţiilor de 
erori devine: 


у= (Ах-1) de pondere р (4.83) 
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Intrucât elementele matricei “/” au erori diferite, 
ecuaţiile sistemului au erori diferite, ceea ce duce la un sistem 
de ponderi diferite. 

Tn relaţia (4.83), “р” —reprezintă matricea diagonală: 


p 000 
0 0 

реј 9 ; (4.84) 
0 оор, 


iar celelalte matrici se prezintă sub forma: 


М а b a А 4 Џ 
Ж ; 

| % ~ %| а Bl qas 
% а, 5, h, Ж, 7d 


| Aplicând principiul micilor pătrate , se poate scrie: 


| Е z [pyv]- утру = minim (4.86) 


Dacă se tine seama de expresia (4.83) se poate scrie: 
Е- А! -F ) p(Ax-I) Æ рАх-2х' A pl -f pl = minim 


(427 
Derivând funcția obținem: 
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A pAx- A" pl =0 (4.88) 
de unde rezultă: 
zi 
x- (£ pA) A pl (4.89) 


Pentru a calcula eroarea medie pătratică a unităţii de 
pondere în mod matriceal, în relaţia (4.78) se exprimă termenul 
[рум] cu relația: 

[pw]=v pv =F p4Q4 pl 21 pAQ, A" pl -/ рі = 


.90' 
-Г(р-рА0, A pl “~ 


ипде: 


Qx matricea coeficienţilor de pondere саге se 
calculează cu relația: 


О, = (4'p4)' A pp (А pA) 4 pl = 


=(4" pAY A pp pA(Á' рау" = 
= (АГ pA)" 


(4.91) 


Eroarea medie pátraticá a unei funcții de mărimi 
măsurate indirect şi de precizii diferite se obține cu relația: 


ту = ту гр (492) 
unde : 
Qrr se calculează cu relația: 
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Qs. = f'O.f (4.93) 


4.3.4.Măsurători condiționate 


Măsurătorile directe supuse la condiţii sunt întâlnite şi 
sub denumirea de măsurători condiționate. In practica prelucrării 
observaţiilor geodezice în afara condiţiile geometrice liniare se 
întâlnesc deseori şi condiții geometrice neliniare, care trebuie 
liniarizate înainte de a fi utilizate în prelucrare. 

Considerând valorile probabile ale mărimilor măsurate 
direct (хл), (ха),.... (а), şi condiţiile geometrice exprimate prin 
funcţiile neliniare А, 5, ..., Е, date de expresiile: 


Alt), (07), .-..(%,) 150 
file) G5)... (5) 1-0 


(4.94) 


şi ţinând seama de faptul că valorile probabile se obțin din 
mărimile măsurate “x; ^ şi corectiile “уҙ” ale acestora: 


(х) =х,+у;1=1,2,..,л (4.95) 
sistemul (4.94) devine: 
ЛО у ву X, t9)=0 (496 


(уыл EY, 3) 0 
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fi У У ох Ev) 0 


Având in vedere faptul că, valorile согес ог "v;" sunt 
mici, funcţiile (4.96) se pot dezvolta în serie Taylor. Retinánd 
din dezvoltare numai termenii de ordinal 1 (până la puterea întâi) 
se obține: 


дењ ZE QD (2. =0 
Ea У (2). ЖЕЗ -0 


жы по [3 (2), «E. -0 


'n 


Intrucât funcțiile din (4.97) sunt calculate cu mărimile 
măsurate şi nu cu cele probabile, vor conduce la valori diferite 
de zero, valori ce reprezintă neînchiderile în condiţiile 
geometrice. 

Dacă se notează си “а? derivatele parţiale din prima 
egalitate a sistemului (4.97) , cu “b;” derivatele parțiale din а 
doua egalitate, cu “r? din ultima egalitate şi cu w= 
f(Xi,xXo,...,X«) se obține: 
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ау, +а,у, +...+0,у, +W, -0 
Бу tbv, +...+һ у ти, =0 


(4.98) 


KV HIV +H, HW, 


Sistemul de ecuații (4.98) se numeşte sistemul ecuațiilor 
de corectii în care пт, iar ecuaţiile trebuie să fie independente, 
adică o ecuaţie oarecare să nu fie o consecință a altora. 

De menționat că; dacă sistemul admite o soluţie unică el 
se numeşie compatibil determinat, iar dacă admite cel puțin 
două soluții se numeşte compatibil nederminat Dacă sistemul 
nu аге soluţii, el este incompatibil. 

Analizând sistemul ecuaţiilor de erori, se constată că 
numărul necunoscutelor este mai mare decât numărul ecuațiilor, 
ceea ce face ca sistemul să fie incompatibil. 

Sistemul de ecuaţii poate fi rezolvat dacă se ataşează 
condiția: 


[vv] = minim (4.99) 


Considerând în locul funcției (4.99) o funcţie compusă 
de forma: 


F(y, v.v) = +02 4v? -2k Дам! + на) – 
—2k (bv) w,)- 
ees: (4.100) 
-2k (+) 


în care : 
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ki, kz ,..., К, - corelate s-au coeficienţii nedeterminati a 
lui Lagrange. 


Condiţia de minim a funcției (4.100) este îndeplinită 


pentru valorile согес ог саге reprezintă soluția sistemului de 
ecuații: 


= 000; (4.101) 


2у -2ka, —2k,b, -...-2k r, = 0 


(4.102) 


de unde rezultă: 


и = a +06, ++ ЛЕ, 


ула bk, ++, (4.103) 


v,7 ak bk, + ЊЕ, 


Se înlocuieşte (4.103) în (4.98) si se obţine sistemul 
normal de ecuaţii: 
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[aa]k, Найк, +... Нат +w, =0 


Тай +1560, +... [bre +», =0 T 


[ar + је, rM, +w, 
Pentru a rezolva sistemului normal de ecuaţii se 
calculează, mai întâi, coeficienţii corelatelor, utilizând 
coeficienţii ecuaţiilor de erori. 
Calculul coeficienţilor ecuaţiilor normale se face în 
tabelul 4.9 cu aplicarea unor relații de control: 


а, +а,+а,+..+а, = 5, 
[a] [b] [e]. [r]- [5] 
[aa] Тай - [ac] 4-...-- [ar] = [as] 


Гай [ab ас + а - [as] (4.105) 


[ra] [r5] --[rc]--...-- [rr] рар 


Prin aplicarea relaţiilor de control (4.105) se elimină 
posibilitatea de a presi. 

Rezolvarea sistemului ecuatülor normale ale corelatelor 
se realizează în mod similar cu măsurătorile indirecte, dar cu 
unele particularităţi. 

Astfel în coloana termenilor liberi (tabelul 4.10) se trec 
neînchiderile ““w”. Pe aceeaşi coloană, în linia 15, se va calcula 
[vv], prin însumarea liniilor 12,13,14, care la rándui lor se obțin 
din produsul termenilor situaţi pe liniile roşii cu cei de deasupra 
şi luați cu semn schimbat: 
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гә, 1 ІШІ 2- 4.106 
sii ще [bba] [022] ~ 


Tabelul 4.9 


- 4.10 


на) 


Observaţii: СО- control obligatoriu; 
СЕ- controi facultativ (linie roşie); 
[vv] – suma согес ог se utilizează ca un control 
de calcul a corelatelor “К”. 


Plecând de ia relația (4.103) în care numărul condiţiilor 
geometrice este ера! cu trei, se poate scrie: 


»=а&+ЬЮ+сДА‚; і-1,2,.,п (4.107) 


Inmultind egalităţile (4.107) cu “v;”, adunind şi tinind 
seama de expresiile sistemului ecuaţiilor de erori: 
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[av] w, 20 
[by] -w, =0 (4.108) 
[cv] -*w3- 0 
se obține: 
[уу] = fe —w,k, — 9,6, = o] (4.109) 


4.3.4.1. Rezolvarea matriceală a măsurătorilor condiţionate 
de aceeaşi precizie 


Considerând sistemul ecuaţiilor de erori (4.98) prin 
introducerea пога ог: 


а b n м 
В- а, Lă м 5 у= У; 
а, " г, У, 
(4.110) 
sistemul matriceal de ecuaţii se scrie: 
B'y-w (4.111) 


Ataşând sistemului ecuaţiilor de erori condiţia de minim 
scrisă matriceal avem: 
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Е = v y-2K (B v-w) = v v -2v' ВЕ + 2 w = minim (4.112) 
în саге : 
ЕЕ, ко... К) -matricea transpusă а corelatelor 


Valorile согес ог, pentru care este îndeplinită condiția 
(4.112), verifică sistemul: 


lC x Жыр (4.113 
25, ( ) 
Derivând se obţine: 

у= Bk (4114) 


Tnlocuind (4.114) în (4.111) se obține sistemul ecuaţiilor 
normale al corelatelor: 


B'Bk-w (4.115) 


de unde: 
k -(B'By*w (4.116) 


Introducánd (4.116) in (4.114) se obtine valoarea cea 
mai probabilă a согес ог. “vi”. 


у= В(ВГВу (4117) 

Eroarea medie pătratică a unei singure măsurători în 

cazul măsurătorilor condiționate de aceeaşi precizie se 
calculează cu relația: 
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т-% e (4.118) 


Expresia [vv] poate fi calculată matriceal cu relația: 


[m]- уђу (4.119) 
unde : 

И = В" (4.120) 
iar: 

угу = BY Bk (4.121) 


Tinând seama de (4.116), relaţia (4.121) devine: 


Муз» (4.122) 


4.3.4.2. Expresia matriceală a coeficienţilor de pondere 

La definirea măsurătorilor condiţionate s-a arătat că 
valoarea cea mai probabilă a mărimilor măsurate direct este dată 
de relația (4.95) Inlocuind în expresia menţionată pe “хг” cu “4” 
se obține: 


(х) =, tv, (4.123) 


Exprimând matriceal relația (4.123) devine: 
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(д-1+у (4.124) 


Tinánd seama de expresia (4.117) и care те--В 1 se 
poate scrie: 


у= B(B' By' ВТ! (4.125) 

Introducând expresia (4.125) în (4.124) se obtine: 
(х)=[Е-В(В' B)? By (4.126) 
Relaţia (4.126) arată că valorile probabile ale mărimilor 
măsurate direct şi supuse la condiţii sunt funcții de mărimile 
măsurate direct .In consecință se poate aplica formula (4.53) in 


care ponderile sunt egale cu unitatea şi avem: 


О, -LE - B(B' ВУ B" E - В(В' Ву B']- 
-Е-В(В By! В? - B(B' BJ! B' + ВВ) В” ВВ" Ву В! = 
= Е B(B' By! ВТ 
(4.127) 


4.3.4.3.Coeficienul de pondere al unei functii de mărimi 
obţinute prin măsurători condiţionate 


Considerând funcţia de mărimi obţinute prin măsurători 
condiționate: 


Е= +30 +у)+ fü v). fü tv) (4.128) 
se poate prezenta sub formá matricealá astfel: 
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Е-д+ (аз) (4.129) 
în care: 


РА...) -matricea transpusă a coeficienţilor din 
funcţie. 


Luând în considerare (4.125) se poate өспе funcţia dată 
ca fiind dependentă de mărimile măsurate, astfel: 


F=[f" + B BJ! B'y (4.130) 


Utilizând din nou formula (4.53), pentru a obține 
expresia matriceală а coeficientului de pondere al funcţiei 
(4.129) se poate scrie: 


Оз - + BB' By! B')[f - B(8' B)! B' f]- 

= f" f - f (B By! B f - f' B(B'By'B' f + 

+ ВВ Ву B' B(B'By' &' = f" f -2f' B(B'B)'B' f + 
MJ BO'By'B' f = f f -f' BB BJ'B'f 


(4.131) 


sau: 
Ош = f E- B( B)! B']f (4.132) 
Tinánd seama de expresia (4.127), relatia (4.131) devine: 
0» = ПОЛ (4.133) 
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4.3.5.Măsurători condiţionate de precizii diferite 
Considerând sistemul ecuaţiilor de erori de forma: 
ау,+а,у, +... за, +W -0 


by by, 4 by, +W, <0 (4.134) 


0 


қы +7, tote Y HW, 


Se admite că mărimile măsurate şi incluse în condiții au 
erori diferite, deci ponderi diferite, In aceste condiții pentru 
rezolvarea sistemului de erori ataşăm condiția: 


руу] -minim (4.135) 
sau: 


F= ру + px ++ py, - 2k lvl) 
72k, у] +»,)- 


ақынынан ИДЭ, 
-2 фу] у – 
Condiţia де minim а funcţiei (4.136) este îndeplinită 
pentru valorile согес ог care reprezintă soluția sistemului de 
ecuații: 


дЕ дЕ дЕ 

с ао. о... 2-0; 4.137 

v Фа, (4.137) 
Efectuánd derivatele funcţiei (4. 136) se obţine: 
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| III aa ace RE RE 
2px -2a, - 2h, --. 
2р,у,- Фа -2bk T 4. 138) 
2р, Зад - Db. 2n, =0 
de unde rezultă: 
у= Так БА tr) 
Pi 
sk 
ВАВА) qas, 


(ak, bk, on) 


Introducánd relaţia (4.139) in sistemul (4.134), se obține 
sistemul normal de ecuații: 


[zh ІНЕ ЖЕЗ +», =0 (4.140) 
? p p 
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p—É8ÀÁOGeMÜ € A. LL. e 


Та mod similar cu măsurătorile condiționate de aceeaşi 
precizie etapele de rezolvare sunt urmátoarele: 
> se calculează coeficienţii ecuaţiilor normale; 
> se rezolvă sistemul ecuaţiilor normale, rezultând 
corelatele; 
> se calculează corectiile; 
> se determină valorile cele mai probabile ale mărimilor 
măsurate. 
Pentru calcului coeficienţilor ecuaţiilor normale se 
utilizează schema redusă, similară cu tabelul 4.9, la саге se mai 
adaugă o coloană pentru se introduce inversele ponderilor. 


Tabelul 4.11. 
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Р 
De menţionat că rezolvarea şi controlul schemei Gauss — 
Doolittle se face în mod similar cu sistemul normal de ecuaţii de 


GEODEZIE 


164 RETELE GEODEZICE 


la măsurătorile condiționate de aceeași precizie, cu precizarea că 
Та numitorii elementelor apar ponderi. 

Eroarea medie pătratică а unităţii de pondere se 
calculează cu relaţia: 


ied um (4.141) 


unde: 
r—numárul de condiţii geometrice 


Pentru eroarea medie pătratică а unei mărimi obţinute 
prin măsurători condiționate de precizii diferite sau a unei 


funcţii de mărimi obținute prin prelucrarea aceloraşi mărimi se 
utilizează relația: 


= ат Он (4.142) 


în care: 
Fi esl 
_| 442|] 44| РІ Lp) [Pj 
e [EI е Ге — 
p p p / 
4.3,5.1.Rezolvarea matriceală a măsurătorilor condiționate 
de precizii diferite 


Cunoscând expresia matriceală a sistemului ecuațiilor de 
corecți, de la măsurătorile condiționate de aceeaşi precizie 
(B1v=w), în care corecţiile “v?” au erori (ponderi) diferite, va 
exista o matrice a ponderilor de forma: 
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p 000 
0 0 0 

p ^ ; 6.144) 
0 0 O0 p, 


Se ataşează sistemului ecuaţiilor de erori, condiţia: 

Е = v! py- 2K! (By -w) = minim (4.145) 
Funcţia (4.145) se poate scrie: 

Е =y" pv-2V' Bk + = minim (4.146) 
Condiţia de minim a funcţiei (4.146) este îndeplinită 


pentru soluția sistemului rezultat din derivatele parţiale ale 
funcţiei în raport cu “уг” : 


1аЕ o (4.147) 
2 05, 
In urma derivárii se obtine: 
ру= Bk (4.148) 
de unde: 
у= ровя (4.149) 
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Inlocuind (4.149) în sistemul ecuaţiilor de erori se 


obține: 
B” p`Bk =w (4.150) 
în care: 
d о о о 
Pi 
1 

о — 0 0 
p'-Q- Р, d (4.151) 

ооо: 

D, 


Tinând seama de (4.151), relaţia (4.150) devine: 
B'QBk-w (4.153) 
de unde: 
k-(B'QBy'w (4.154) 


Prin introducerea corelatelor (4.154) în relaţia (4.149) se 
obţin valorile cele mai probabile ale corectülor: 


у= p^Bk - QB(B'QBY*w (4.155) 
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wz-B'I (4.156) 
atunci: 
v«-QB(B'QBy ВИ (4.157) 
Cu ajutorul согес ог “v” se calculează valorile cele mai 
probabile ale mărimilor măsurate: 
(х)=/+» (4.158) 


în саге “у “ se înlocuieşte cu expresia (4.157): 
(х) [E - QB(B" OB) ' У (4.159) 
Pentru a calcula coeficienţii de pondere ai corectiilor se 
va pleca de la relatia (4.159), pentru care se aplică о relație 
вариши cu (4.55) , în саге apare şi matricea ponderilor 
p'-Q: 
О, -LE- QB(B'OBy' B"]Q [E - ВВ" ОВУ ВТО] 


-Q-B(FQB)'B'Q РУМ 


Pentru calculul coeficienţilor de pondere ai unei funcții 
de mărimi condiționate, de precizii diferite, se consideră funcţia: 


Б=љ+ј (њу (4.161) 
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Е=[/7 – /'ОВ(В'ОВУ' ү (4162) 


Pentru a calcula coeficientul de pondere al funcţiei se 
pleacă de Та ecuaţia (4.162) şi conform procedeului cunoscut se 
scrie: 

О» -L/* -Á'OB( OBY' B'1OU – 
-B(B'OB)' в'ој] = f'Of – Ј'ОВ(ВТОВУ' B" Qf (4.162) 
-Го,/ 


4.3.6.Măsurători indirecte supuse la condiții 


Tn practica geodezică se întâlnesc situaţii când anumite 
mărimi (Xi, Х2,... хь) sunt legate de “n” observaţii printr-un 
sistem de forma: 


ax, V bx, hx, th =v, 
i-212,.,n 


Та acelaşi timp mărimile trebuie să îndeplinească 
condiţiile scrise sub forma: 


(4.163) 


141 +», =0 
Гах +», =0 (4.164) 
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Trebuie precizat că între numărul observaţiilor “n”, 
numărul necunoscutelor ^h" şi numărul condiţiilor “т” există 
тера а е: 


п>; r«h (4.155) 


Pentru a rezolva sistemul corespunzător măsurătorilor 
indirecte supus la condiţii, din (4.164 ) se exprimă primele "c" 
necunoscute în funcţie de celelalte h-r necunoscute şi acestea зе 
substituie іп sistemul (4.163). 

Se obține astfel, un sistem de “n” ecuații cu i-r 
necunoscute şi care se rezolvă utilizând teoria măsurătorilor 

Eroarea medie pătratică a unei singure măsurători se 
caiculeză cu relația: 


Iv] 


= + —— 
” n-h+r 


(4.166) 


Pentru rezolvarea sistemului de ecuații format din 
(4.163) şi (4.164), prin metoda corelatelor , se serie condiția de 
minim: 

F =v? +у; +...+у — 2E (Ах + Ах, +...+ А, Ww) 


—2k (Rx, + Rx, + + К,+»,)< minim 
Minimul funcţiei (4.167) se află pentru valorile care 


anulează derivatele parțiale ale acesteia în raport cu xi, X2,... Хо, 
deci se poate scrie: 
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дЕ ду, ду, ду, 
=2 L4 2y, 24...62) a 

а Ча Па "а 
-244--2ВА,-..-2Қ%,-0 (4.168) 


ї=1,2,‚..‚һ 


Tinând seama de (4.163), sistemul (4.168) devine: 


(ада +[аб]х, +. “аба, – ДА ВА, –.. КА, Най-о 
Табуд +[bb]x, + + Bile, – Ah — B,k, —...—R,k, «[b]] -0 


Гей +[Б#]х, +...+[Ай]х, — AK, — В, 


La sistemul de ecuaţii (4.169) se adaugă sistemul (4.164) 
şi se obține un sistem de ecuaţii normale format din ћ+т ecuaţii 
cu hir necunoscute. Rezolvând sistemul prin schema Gauss 
rezultă necunoscutele хі, Хо,..., хь. 


4.3.6.1. Rezolvarea matriceală a măsurătorilor indirecte 
supuse la condiţii 


Prezentat sub formă matriceală sistemul (4.163) se poate 
scrie: 


Аха! -у (4.170) 


în care: 
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a b А 4 И * 
42] ^ А b Luo Luo ал) 


аб, „ћ) |) (э) 0%, 
iar matricea sistemului (4.164) se prezintă sub forma: 


Bx+w=0 (4.172) 


= 
n 


4 
B= A E ;w= [Fo » (4.173) 


RRR) dw x, 
Pentru măsurătorile indirecte supuse la condiţii, există 
următorul sistem de ecuaţii: 
Ax+l=v (4.174) 
Bx+w=0 


Pentru rezolvarea sistemului (4.174) se ataşează condiția 
de minim, care se prezintă sub forma: 


Е =y"y-2k" (Вх + у) = minim (4.175) 
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Е-( A + Г) (A+ D247 (Ве+и) = 


(4.175) 
=x" A Ax 2x! A'1— 2x! ВТЕ — 2k" w = minim 
După derivare se obține: 
T m TE 
A Ax - А Bk =0 (4.176) 
Bx+w=0 
In cazul măsurătorilor ponderate se poate scrie: 
T T - 
A" рАх+ А pl- B'k - 0 (4177) 


Вх+и=0 


Din prima ecuaţie a sistemului (4.177) se determină : 


х=-(А pAy' A" pl + (AT рду! ВТЕ (4.178) 
Se notează ; 
(A'pA)'= Qo 
Atunci (4.178) ia forma: 
х--0,4рі -Q,B'k (4.179) 
Introducând relaţia (4.179) în a doua ecuaţie a sistemului 
(4.177) se obţine: 
-ВО,А' pl - BO,B' kw «0 (4.180) 
de unde: 
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&=(ВО,В'У'ВО,А ріж) (4.181) 
Introducând (4.181) în relația (4.179) se obţine: 


х= -0,4'рі+0,В' (BOB) ВОЈА" pl - 


o (BO. ^w (4.182) 


sau: 
х--0, (ur (ВО, В ВО, — M" 1 B" (BQ,B" y" w] (4.183) 


Matricea coeficientilor de pondere, pentru mărimile “x” 
care se determină, se stabileşte după се în prealabil acestea se 
exprimă în funcţie de mărimile măsurate direct. 

Pentru aceasta din prima ecuaţie a sistemului (4.177) se 
poate scrie: 


х=-(4 pAy' A" pl - (A! рАу'В' = 


ý (4.184) 
=- ДА pi+Q,B"k; О, = (Ара) ' 
Se introduce expresia lui "x" în а doua ecuaţie a 
sistemului (4.177): 
-BO,4 pl + BQ,B'k+w=0 (4.185) 


de unde: 


k=(B0,87) BO pI-(BO, ) m (4.186) 
Introducánd notația (4.187), relaţia (4.186) va deveni 
(4.188). 
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0 (во). 6187) 
k - QBO A pl -Ow (4.188) 


Se introduce expresia lui “k” în relaţia (4.184) si rezultă: 


x=-0,4" pl+Q,B" (ОВО,А р Ою) = 
=- 0,4 pl Q,B' QBQ,A р1-О,В' ду = (4.189) 
= ОВ ОВО,А p- А" ру!-В' Qw) 


Luând în considerare numai termenul care conţine 
matricea “/” se poate scrie: 


0**=0,(B'0BO,4' p — 4" рО(рАО,В ОВ - рл)0, (4.190) 
După rezolvare şi reducere se obține: 
Q**- Q, -Q,B' OBO, (4.191) 


Conform [6], eroarea medie pătratică a unităţii de 
pondere se calculează cu relația: 


[pw (4.192) 


n-htr 


my = 


în care : 
- m T we 
[pvv]=x 4 pAx+2x" А? pl f pl = (4.193) 
=x" 4 pl -x B'kl pl 


GEODEZIE 


RETELE GEODEZICE 175 


5. REZOLVAREA REŢELELOR DE TRIANGULATIE 
PRIN METODA MÁSURÁTORILOR INDIRECTE 


5.1.Consideratii generale 


Pentru determinarea poziţiilor noilor puncte, în rețelele 
de triangulatie se măsoară, întotdeauna, un număr mult mai 
mare de direcţii decât strictul necesar. 

Direcțiile măsurate, efectuate în plus față de коси 
necesar, permit descoperirea erorilor la măsurători „ aprecierea 
asupra preciziei observaţiilor de teren, determinarea cu mai 
mare precizie a coordonatelor punctelor rețelei executate. 

Utilizarea în calcule a direcțiilor măsurate, datorită 
erorilor inerente oricărei măsurători conduce la obținerea 
pentru un același punct a mai multor valori. 

De aceea, înaintea calculelor definitive ale triangula(iei 
se fac calcule de compensare, сагс au ca scop să obțină, pentru 
fiecare punct ce se determină, numai o singură şi cea mai 
probabilă valoare a coordonatelor sale. 

Rețelele de шапршайе de ordin superior se 
compensează prin metodc riguroase si anume: prin metoda 
măsurătorilor indirecte (variația coordonatelor punctelor) şi 
metoda măsurătorilor condiționate (variaţia unghiurilor şi a 
direcțiilor). 

Valorile  corecţiilor determinate ріп metoda 
măsurătorilor indirecte se aplică coordonatelor punctelor, iar 


GEODEZIE 


176 RETELE GEODEZICE 


cele obținute prin metoda măsurătorilor condiţionate se referă 
la unghiuri şi laturi și răspund condiţiilor de geometrizare a 
reţelei. 

Indiferent de metoda de compensare aplicată, înainte de 
a se introduce în calculele de compensare, direcțiile măsurate 
pe teren se verifică , se reduc la centrele punctelor, se reduc de 
asemeni în planul de proiecție Gauss sau stereografic. 

Pentru obținerea direcțiilor reduse în plan, sc efectucază 
următoarele operații: 

- se verifică datele de teren; 

- se înscriu în tabele direcţiile măsurate; 

- se întocmește schema reţelei care urmează a se 
compensa; 

- se face o rezolvare provizorie a triunghiurilor ; 

- se calculează provizoriu coordonatele punctelor; 

- se calculează corectiile de centrare şi reducere 
la coardă în plan Gauss sau stereografic. 

Cu privire la metoda de compensare este de precizat că 
metoda compensării prin măsurători indirecte аге о largă 
aplicare în cazul rețelelor vaste de ordinul | şi П şi se explică 
prin faptul că necesită un volum mai redus de muncă şi permite 
o repartiție a lucrărilor pe mai mulți calculatori. 

La prelucrarea reţelelor inferioare ordinelor IILIV se 
aplică atât metoda variaţiei coordonatelor, cât şi compensarea 
după metoda măsurătorilor condiţionate. 

Alegerea uneia sau a celeilalte metode de compensare, 
depinde atât de complexitatea rețelei cát şi de numărul şi modul 
de distribuire a punctelor reţelei. 

La rețele complicate, sau în cazul unui număr mare de 
puncte iniţiale, se aplică metoda compensării coordonatelor. La 
rețelele mai simple se execută compensarea după metoda 
măsurătorilor condiționate. 
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Rețelele de ordinul I se rezolvă pe suprafaţa de referință 
elipsoidală sau sferică, ре baza noțiunilor tratate la Geodezia 
elipsoidală, iar rețelele de triangulafie de ordinele II, ПІ, ТУ şi 
V, se rezolvă pe suprafaţa plană. 

Prin rezolvarea reţelelor de triangulatie se urmărește 
determinarea coordonatelor plane a unor puncte geodezice, 
utilizând ca mărimi cunoscute coordonatele plane ale punctelor 
geodezice (mărimi date) şi direcţii de legătură între punctele 
geodezice (mărimi măsurate). 


'5.2)Rezolvarea reţelelor de triangulatie prin 
metoda măsurătorilor indirecte 


Considerând rețeaua geodezicá (fig.5.1.) formată din 
punctele cunoscute Ра, Ро ....Ps (puncte vechi sau fixe) sí din 
punctele necunoscute Ро şi Ro (puncte noi sau variabile). 

In aceste puncte s-au notat cu 1, 2, ....28, direcţiile de 
legătură măsurate, centrate si reduse, la suprafața de proiecție . 


Fig.5.1.Retea godezică 
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Rezolvarea acestei rețele constă in determinarea 
coordonatelor plane ale punctelor noi “Ро” şi “Ro”. 

Se consideră că punctele vechi aparțin unei reţele 
geodezice de ordin superior, iar punctele noi sunt de ordin 
inferior. 

În situațiile practice de determinare a punctelor 
geodezice prin metoda măsurătorilor indirecte apar diferite 
cazuri şi anume: 

> cazul în care punctele vechi sunt stalionabile şi 

punctele noi sunt nestationabile, cunoscut sub 
denumirea de intersecție înainte multiplă; 

> cazul în care punctele vechi sunt nestajionabile şi 

punctele noi sunt stafionabile, cunoscut sub 
denumirea de intersecţie multiplă înapoi; 

> cazul în care punctele geodezice vechi şi noi sunt 

staționabile, cunoscut sub numele de intersecţie 
combinată. 

Inainte de a trece la rezolvarea propriu-zisă a rețelelor 
de triangulafie, se va prezenta modul de scriere a ссиа ог de 
corecţii corespunzătoare măsurătorilor indirecte. 


52.1.Serierea ecuaţiilor de corectii 


Considerând punctele provizorii i, j ale rețelei de 
iriangulafie, cu vize reciproce, de coordonate (х,у), 
јх, у7), determinate prin metode topografice, după 
compensare vor avea coordonatele: 
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(х) = +Ах; (х)-х + А 
ODA O= +A 
În fig.5.2.se remarcă faptul cá, la о variație 
coordonatelor Ax, Ay a punctelor î şi j’, se iler h 
variație a orientării ЛӨ. 
,Exprimánd valoarea cea mai probabilă a orientării Та 
funcţie de orientarea calculată şi corectia ЛӨ vom obţine: 


(5.1) 


(4)-б + ла, (5.2) 


Fig.5.2 Variația orientării în funcție de 
variaţia coordonatelor 


De asemenea, se exprimă valoarea cea mai 

| е 1 т probabilă а 
orientării măsurate în funcţie de valoarea cea mai probabilă a 
orientării direcției zero а limbului (2) şi valoarea cea mai 
probabilă a direcţiei măsurate (ту), astfel se poate scrie: 
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(ја + Az; (53) 
(n) tj tvi (5.4) 
(a? )- GO) =, Аз +ту th (5.5) 
unde: 


zi — orientarea direcţiei zero a limbului pentru 
stația ,j"; 

Az; — согесйа orientării stației „Г; 

ур — corecţia direcţiei măsurate. 


Fig.5.3.Orientarea direcției zero a limbului 
(modulul stației) 


Orientarea direcției zero a limbului (fig.5.3.), pentru o 


stație „i”, se obține ca o medie aritmetică а diferențelor dintre 
orientările calculate 0*; (j71.2,3...) şi lecturile direcțiilor ту: 
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8/75] 
“ п 


2 unde j -1,2,3..п (5.6) 


Egalând relaţiile (5.2) si (5.5) se poate scrie: 


6 + AB, = т, + А, T +ур (5.7) 
A, — Az, —(z, * rj) * 0j = vi (5.8) 
adii o 
7 
AB, —Az, y +0, =", (5.9) 
1, 
И 
AB, — Az, lj уу (5.10) 


In relaţia (5.10.), pentru а exprima variația orientării 
^8, în funcţie de variaţia coordonatelor Ax, Ay, ale punctelor 
„î” şi ,j'(considerate са puncte noi) se va diferenţia expresia 
tangentei (5.11): 


0 2 
Dm 
121 ) - ——, 5.11 
e ?) EE (5.11) 
40, АО») Ay) Ауд (Ax, Ах) (5.12) 
w4 ы) 
de unde: 
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0 0 0 
ay ctu i| - ap, Eas E дара ЗА | 
! (е o (а 22 (м) (ли) 


= р cos | —/—у— дж + 
NS D os! di ще Dieas T RN Беота! Di cos ep 


sin 6 cos sing) cost]? 
* „+ А, — 


cop E any e дуу кре Tu G3) 
à + Й D, 
Introducánd în relaţia (5.13) notatiile : 
pe Sind 

РЕГ. 6 

dii P, 5.14 

Е саб (5.14) 

v=? -5 

“ 

зе obține : 

дох =ауАх, +bjAy; — a,dx, — byAy, (5.15) 


unde: 

„аў? şi „by” se numesc coeficienți de direcţie, 
prin intermediul cărora se exprimă variația orientării pe unitatea 
de lungime considerată. 

Calculul practic al coeficienţilor de direcție se efectuează 
în tabelul 5.1. Astfel se trec: 
> în coloana 1 denumirile punctelor, 
> în coloana 2 şi 3 coordonatele punctelor; 
> în coloana 4 se calculează tg 0,сір 0, şi Ө; 
> în coloana 5 se calculează sin 0 şi cos 0; 
> în coloana 6 se calculează distanţele; 
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> în coloana 7 se calculează coeficienţii de direcție cu 
relaţiile (5.14) 
> în coloana 8 se face controlul coeficienţilor de direcție. 


Tabelul 5.1. 
П-Ах/сов0 Control 
sinO | D=Ay/sin8 aj | a/b--tg 
созд | p= Ja ra bi та 

" cg — 
5 6 7 8 


Observaţii: 
> Pentru rețele de mici dimensiuni (1-4km) se poate 
opera cu coeficienţi de 100 sau de 1000 de ori mai 
mici decât cei din (5.14) şi ca urmare corecţiile Ax şi 
Ay vor fi exprimate în „ст” sau , mm", 
> Controlul calculelor coeficienţilor de direcție se 
realizează cu relațiile: 


b; 
214600; 2-р 0 (516) 


Л а, 
> Deoarece 0, = 0, +200* vom avea: 


а,=-а„; by ba 


(5.17) 
A8, = АӨ, 


Inlocuind relația (5.15) în (5.10) se obţine ecuaţia де 
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согес а între două puncte noi: 


ape, bydy, ауф — bjdy, - he, Ну = vy (5.18) 


Relaţia (5.18) reprezintă forma generală de scriere a unei 
ecuaţii de corec]ii, utilizată la încadrarea simultană а două 
puncte noi. Din relația menţionată mai sus derivă cazurile 
particulare, după cum urmează: 

> Considerând că punctul „i” este vechi, iar punctul „j” este 
nou, astfel încât dx;-dy;-0 si ca urmare ecuaţia (5.18) devine: 


apă + bydy, -Az ly -зу (5.19) 
Ecuația (5.19) se utilizează în cazul intersecţiilor multiple 
înainte. 
> Considerând că punctul „j” este vechi şi punctul de staţie 
„i” este nou, în acest caz dxj-dy;-0, şi ca urmare expresia (5.18) 
devine: 
> 
-ауйх, —b,dy, А +1 = vj (5.20) 
Ecuația (5.20) se utilizează în cazul intersectiilor multiple 
я 


> Considerând că punctele „Г şi „j” sunt vechi, caz în care 
dxi=dyi= dxj7dy;-0, astfel ecuația (5.18) devine: 


-Az +1, vy (521) 


Ca necunoscută în această ecuaţie apare variaţia direcţiei 
zero a limbului calculată faţă de media aritmetică. 
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(52.2, Intersecţia multiplă înainte 


Considerăm punctele vechi Ру, Ро, Рз, А, B, C, D şi 
punctul nou “Pg”. Din punctele Ра, Ро, Рз se fac observaţii, 
conform schiţei de observaţii (fig.5.4), către punctele vechi, cát 
şi spre punctul nou. 


B 
Fig.5.4 Intersecţia multiplă înainte 


Pentru utilizarea teoriei măsurătorilor indirecte la 
rezolvarea reţelei geodezice se va porni de la principiul că 
sistemul ecuaţiilor de corecfii este format dintr-un număr de 
ecuații egal cu numărul mărimilor măsurate , respectiv 11 
ecuaţii, 

Scrierea unui astfel de sistem este posibilă одаја cu 
stabilirea formei ecuaţiei corespunzătoare unei direcții 
măsurate In acest sens se vor aplica relaţiile (5.19) si (5.21). 
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5.2.2.1:5спегса sistemului ecuaţiilor de согес 


Sistemul ecuaţiilor de corectii, conform fig.5.4.este 
format din 11 ecuaţii, compus din: 4 ecuaţii corespunzătoare 
celor 4 direcţii măsurate în punctul “Ру”, 4 ecuaţii pentru сеје 4 
direcţii din punctul “P2” şi 3 ecuaţii pentru direcțiile din 
punctul “Рз”. 

Cu aceste precizări putem scrie: 


- pentru punctul de staţie "Pj": 


– А + ha = Vu 

Аа +1, = Ур 
a Ax, + bio Aya — Az, 4 = Vio 

А + hp = Vip 


- pentru punctul de staţie “Р”: 
= А2, +a = Уав 
— AZ, + lac = ас 


a, Ax + Pro Ayo — AZ; +1, = Уж 
= А lb. = Vu 


pentru punctul de staţie "P5": 


= Аз + hp = Ур 
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-Аз la = Yu 
аз Аха + bo Ayo — AZ3 + o = Узо (5.22) 


Se consideră că ecuaţiile au ponderi egale şi egale cu 1, 
în ideea că măsurarea direcțiilor s-a făcut cu aceeași precizie. 


5.2.2.2) Rezolvarea sistemului сспа ог de corecții 


Analizând forma sistemului ecuaţiilor de corecţii (5.22) 
se observă că acesta aparține categoriei de măsurători indirecte, 
adică numărul ecuaţiilor este mai mare decât numărul 
necunoscutelor principale (Axo, Ayo, Azi, А? Ала). 

Notând coeficienţii necunoscutelor cu ai, b, .., & şi 
termenii liberi си /; (4” luând valori de Ја 1 la 11) obținem, 
conform teoriei măsurătorilor indirecte $ 4.3.2, forma literală a 
sistemului de ecuaţii normale: 


[aa]Ax, +tablAy, +laclAz, “Гай Аз, +iaelAz, Най-0 
[Bb]Ay, +[bc]Az, +1bd)Az, + [he JAz, + - 0 

[ec]Az, - [ed Mz; се Аз +ей<0 

[dd ла, + [de]Az, + di] = 0 

Гейм, Ней-0 (523) 


Procedând Та rezolvarea sistemului de ecuații normale 
(5.23.) după stabilirea numerică a coeficienţilor şi termenilor 
liberi ai acestui sistem, obținem valorile probabile ale 
сотес ог (Ахо, Ayo) şi în acelaşi timp valorile probabile ale 
согес ог unghiurilor de orientare a staţiilor (Ал, Azo, Az3). 


GEODEZIE 


188 RETELE GEODEZICE 
18 4 ---- 


Având în vedere faptul că, practic nu interesează 
corecfüle Azı, А2, Aza sistemul de ecuații (5.22) poate fi 
transformat într-un sistem echivalent de ecuații care să conțină 
numai corectiile AXo, Ayo- 

În acest scop зе vor prezenta câteva metode de 
transformare а unui sistem de ecuații de erori, corespunzător 
măsurătorilor indirecte, într-un sistem echivalent, саге аге 
aceleaşi soluţii cu sistemul inițial. 


5.2.2.3. Transformarea sistemelor de ecuații in sisteme 
echivalente (Regulile lui Schreiber) 


Două sisteme de ecuaţii ale corecțiilor se numesc 
echivalente dacă le corespund unul şi acelaşi sistem de ecuații 
normale şi prin urmare conduc la obținerea aceloraşi valori 
pentru necunoscutele care le contin. 

Considerând o rețea geodezicá formată din “N” puncte 
noi şi “S” staţii, numărul total al necunoscutelor va fi de 2N+S, 
fiind format din corecțiile Ах, Ау al punctelor noi şi din 
corecfiile Az ale orientărilor punctelor de staţie. 

Pentru simplificarea demonstrațiilor considerăm un 
sistem format din “n” ecuaţii şi 3 necunoscute, grupate în jurul 
unui punct de statie,de forma (5.22). 


Regula 1 
Considerăm următorul sistem de ecuaţii al corecţiilor: 


аАх + biAy—Az+ h = vi cu ponderea pi 
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Ax + Ау —Az + bv, си ponderea pz 


ах + „Ау – Az + = va си ponderea ра (5.24.) 


: Sistemul (5.24) poate fi înlocuit printr-un sistem 
echivalent care are un număr de ntl ecuații, însă din care 
lipseşte necunoscuta Az: 


a Ax + Лу th =v cu ponderea pi 
a2 AX + Ау + d = va си ponderea рз 
а Ах + baAy + = Va си ponderea ра 


Гра)Ах + [pb]Ay + [p/] = [ру] Pari= — я (5.25) 


Ultima ecuaţie а sistemului, де mai sus, este denumită 
ecuaţie sumă. 

Se demonstrează echivalența sistemelor de ecuaţii 
Сіз) 8 (5.25), arătând că ele au același sistem де ecuații 
normale. 


„ Sistemul de ecuaţii normale, corespunzător sistemului 
ecuaţiilor de согесји (5.24), are forma: 
[paa]Ax + [pab]Ay - [pajAz + [pal] =0 
[pbalAx + [pbb]Ay - [pb]Az +ipbl]=0 (5.26) 


palAx -[pblAy *[plAz-[pi] =0 
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Din ultima ecufie a sistemului (5.26) determinăm 
necunoscuta Az: 


Az= e үе ча (5.27 


şi o introducem în primele două ecuații ale sistemului (5.26): 
и чети 


lettre pente и 


Sistemul de ecuaţii normale (5.28) este identic cu 
sistemul de ecuaţii normale се poate fi scris pentru sistemul 
(5.25). 


Regula 2 


Sistemul de ecuaţii, cu aceiaşi coeficienți ai 
necunoscutelor şi cu termenii liberi diferiţi: 


аћх + БАу + сАг +1, =v, cu ponderea pi 


aAx+bAy+cAz+1, =v, си ponderea pz (5.29) 
алх + bAy + cAz + 1, cu ponderea pa 

este echivalent cu ecuația: 
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aa y cta IP cu ponderea [p] (5.30) 


în care termenul liber este media ponderatá a termenilor liberi 
ai sistemului (5.29), iar ponderea este egală cu suma ponderilor 
ecuaţiilor de erori. 

Arătăm acest lucru scriind sistemul ecuaţiilor normale 
ale sistemului (5.30), respectiv: 


aal ph + ablphy + aclphhz + a[p]- 0 
abi p]Ax +bblplAy + bel р|Аг +8 рї] =0 631) 
ад plAx+ Бер Ау+ ср Из 4 ср] = 0 


Ecuatiei (5.30) îi corespunde același sistem de ecuaţii 
normale. 


Regula 3 
Ecuația de erori: 
aAx + bAy + cAz +1 <у cu ponderea p (5.32) 
este echivalentă cu ecuaţia: 
ad phx 4 bi pAy + сурАг + Ир — v cu ponderea 1 


(5.33) 
pentru cá, au același sistem de ecuații normale. 
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5.2.2.4 Rezolvarea simplificată a sistemului ecuaţiilor de 


erori 
Pentru prezentarea metodei, din sistemul (5.22) se vor 
lua ecuațiile de erori ce revin direcțiilor măsurate în punctul de 
staţie “Р”: 
—Az tl, = Vu ра 
Ад + a = Va piz-l 
ayAX +БоАУо — Az, +1 = Vio рю=1 (5.34) 
А +15 Ур ро 


Conform regulei | sistemul (5.34) devine: 


ay Ax, + bg Ayo +10 = Vio cu ponderea 1 (5.35) 
i 1 1 
ауАх b Ay, += Ve Р= "rl =— ЇР]; | 
] 


Termenii liberi din sistemul ecuaţiilor de erori se 
calculează de asemenea, într-un tabel a cărui formă se prezintă 
în cele ce urmează. Pentru punctul de staţie „Ру” din fig.5.4 vom 
avea: 
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Е | - | | тз 
Pj 4 [ме та Өд Zm и 
T4 
L4 ] ІМ-0 


Tabelul 5.2 
Punct | Nr. "Nr. sw "> 1-0е- 
8 [у via] |S] „ jaa өз 
А|1 Тате а O= Zm ћ 
n 
P|] 2 ||| z до Zm b 
n 
Po | 3 | в 6 | 73 [ дъ. в 
GEODEZIE 


Observație : In tabelul 5.2. se remarcă faptul cá suma 
termenilor liberi este egală cu zero (Д = 0) deoarece termenii 
liberi se calculează față de о medie aritmetică. 


Aşadar se poate scrie: 
ay Ax, + bio Ay, + lo = Vip cu ponderea 1 (5.36) 
а Ax, + b. Ay, = Via cu ponderea p= а. те 


— numărul direcțiilor măsurate in ^P," 
Conform regulei 2 sistemul (5.36) poate fi scris: 


а„Ах, Eb Ay, +——[ = Vio ip 


Mm 
m-l ка 
Conform regulei 3 ecuaţia (5.37) devine: 


EN T-- 
n mo ET 


а 


În acelaşi mod ecuaţiile de erori pentru direcţiile din 
“P3” şi “P3” sunt echivalente cu ecuațiile: 
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ү, ш +b. 


ри ық, Aa е m ы жы 
Е ү 


dn. i.“ 


a m x T ду + fct 
п. 


pi 5 


(5.41) 


în care “по” şi “пз” reprezintă numărul direcțiilor măsurate în 
punctele de stație “Ро” si “Рз”. 

Aşadar, sistemul iniţial al ecuaţiilor de erori format din 
11 ecuaţii se transformă într-un sistem echivalent format din 3 
ecuaţii şi care conține numai două necunoscute (Axa, Ayo). 

De aici şi sistemul ecuaţiilor normale este mai simplu 
de stabilit şi evident mai simplu de rezolvat. 

Necunoscutele Azı, Az», Az; pot fi eliminate fără a 
reduce numărul de ecuaţii de erori. 

Pentru aceasta sistemul (5.22) conform metodei 1 poate 
fi scris: 


Одх, + ОДУ +, = Vas Pia =1 
OAx, + OAy, +1, = Ур; pp 7! 
аху b Ay +ћ = ог Ро 71 (5.42) 


OAx, + OAy, +ђ = Ур; Pip + 1 
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Ах, + Бодуь +0 = э}, cu ponderea x 


Ultima ecuaţie poate fi scrisă conform regulei 3 printr-o 
ecuaţie echivalentă, dar de pondere egală cu unu şi sistemul 
devine: 


0Ах, +0Ду, +4, — vi, 

QAx, + 0Лу, +4, = Ур 

аа Ахо + ба Ауо Hho = Vo (5.43) 

0Ах, FAN. Мір њи 

a, Lax, +b, ћу, * 0—— =>, 

10 În 0 19 T Lă T 10 
De menționat că în sistemul (5.43) ponderile ecuațiilor 

sunt egale cu 1. De asemenea, ecuațiile scrise între punctele 
vechi nu mai au sens pentru că, în urma eliminării corecției 
“Дэ”, ecuațiile nu mai conțin necunoscute şi astfel sistemul 
devine: 


аодхо + Бо Ay, vd ^ 


до-р--Ахо + Ауу +0—== = vi 
gant 


In mod similar se pot scrie sisteme de ecuaţii pentru 
direcţiile din punctele “Р” şi “P3”: 


(5.44) 


а„Ах, by Ay, + = У 
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i i i 
а, у= Ах by Ау 4 0—7— = 05; 
Vm Ју" 
а„Ах, + БоАуо + Бо = Уу, 
i i i 
ap d tba Ау Орта (5.45) 
An m ° Di 

Ecuațiile (5.44) şi (5.45) formează împreună sistemul 
ecuaţiilor de corectii aferent intersectiei multiple înainte. 

Se remarcă faptul că sistemul inițial de 11 ecuaţii cu 5 
necunoscute s-a transformat, după aplicarea regulilor 1 şi 3 a 
lui Schreiber într-un sistem de 6 ecuații cu 2 necunoscute. 

Pentru а înlătura inconvenientul de а lucra cu 
coeficienţi imaginari în ecuaţiile sumă, acestea se pot considera 
ecuaţii de pondere -1, astfel sistemul devine: 


аоАхо +ВоАу + =; РА! 
1 1 
4,-г-Ах, tba -т- ћу = У p--l 
"а ° “| 
ay Ax, + bo Ау +1 = У p-l 
1 1 
dp pb, TA =з; p--l 
Jh y. 


ауАх Eb Ay + ho => pl 


1 1 
Ay ho Ах = У р=-1 (546) 
аа тшш 8 ^ Uy = s Р 
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Rezolvarea acestui sistem зе va face aplicând 
metodologia de rezolvare de la măsurătorile indirecte de 
precizii diferite. 


5.2.3Лимегзесйа multiplă înapoi 


Metoda intersecţiei multiple înapoi constă în măsurarea 
direcțiilor din punctele noi către punctele vechi. Acest lucru se 
întâmplă atunci când punctele noi sunt stationabile, iar punctele 
vechi sunt nestationabile. 

Conform Пр.5.5., direcţiile măsurate sunt din punctul 
“Po” către punctele Pi, P», .... Ps. 


Fig.5.5. Intersecţia multiplă înapoi 


Pentru cele 5 direcţii măsurate se scriu 5 ecuații ce 
formează sistemul ecuaţiilor de corectii Ca şi în cazul 
intersecţiei multiple înainte, este necesar să se stabilească 
forma ecuației de erori corespunzătoare unei direcții măsurate. 
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Considerăm pentru aceasta, direcția PoP, Această 
direcţie face legătura între un punct nou (variabil) şi un punct 
vechi (fix), deci este valabilă ecuaţia (5.9.) scrisă însă de la 
“ру? la "Pr". 

Аду — Az, -65 -ө)- Vor (5.47) 

Variația orientării „Ади” se obține după regulile 
prezentate la paragraful 5.1.1, pentru cazul în care Ax, Ayr-0. 
Astfel se obține: 


Аду =p" — Ах, — p" Лу, (5.48) 
Soi So 
sau: 
Аби =p" 209 Ax, + pt 2009 Ay, (549) 
8, 


10 Sio 


Se constată, că pentru direcţia ce porneşte de la un 
punct nou către un punct vechi, coeficienţii de direcţie sunt 
egali şi de acelaşi semn cu coeficienții de direcție 
corespunzători direcţiei ce porneşte de la un punct vechi către 
un punct nou. 

Această constatare este importantă atunci când sunt 
măsurate direcții în toate punctele peodezice (vechi si noi) caz 
ce se va trata în paragraful următor. 

Introducând relaţia (5.48) în (5.47) , după ce în 
prealabil notăm coeficienții de direcție (coeficienții 
necunoscutelor) cu agy, bo, iar termenul liber cu lor „obţinem : 


as o — by Ny — Az, + = Vor (5.50) 
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дъ 


sau: 


(5.51) 


ay Ax, 4-5, Ay, — Az, + li = Ya 


în care, coeficienții de direcţie se obțin pe baza relațiilor: 


Astfel de ecuaţii pot fi scrise pentru toate direcțiile 
măsurate din punctul “Ро”, ecuaţii care formează sistemul: 


ay Ax, + Bobo — Az, + => cu ponderea 1 
а Ах + bo Ayo — Az, + loa = То Cu ponderea | 


(5.53) 


а Ах b, Ay, — Az, + los = vss Cu ponderea 1 


Pentru calcului termenilor liberi se utilizează tabelul 5.2 
cu precizarea că orientările calculate se obțin din coordonatele 
punctelor Ра, Ро, ...Ps cunoscute şi ale punctului “Po” stabilite 
în prealabil printr-o intersecţie simplă înapoi. 

In sistemul ecuaţiilor de согесій (5.53.), aplicând 
regulile 1 şi 3 de simplificare, sistemul poate fi scris: 
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a, Ax Eb Ay, +h; — v, cu ponderea 1 
а»Ах, + b Ay, +1 = Ур cu ponderea 1 
—— ta (5.54) 
Qs AX, by Ny, + los = Уу, cu ponderea 1 


Ма, "И H- v" cu ponderea -1 


unde: 
n = 5 - numărul direcțiilor măsurate în punctul “Po”. 
[јео 


Sistemul ecuaţiilor normale corespunzător sistemului 
(5.54.) se prezintă su forma: 


(Bal Els. (ај АА ро (у EIE] о 


[Esau ВВ BS 


Sistemul (5.55.) se rezolvă cu metodele prezentate în 
capitolul anterior, obținând în urma calculelor согес іс 
probabile Axo, Ayo, care adăugate algebric la coordonatele 
provizorii (Xo, yo), conduc la obţinerea coordonatele probabile 
ale punctului Po [(xo). (yo)]- 

Іп cazul când ecuaţiile sistemului, utilizate la încadrarea 
punctelor prin intersecţii multiple înapoi, se prezintă sub forma 
(5.50), se poate serie: 
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a; Ax, — by Ay, — Az, + lo, = Уа cu ponderea. 1 


—ay Ax, — by Ay, — Az, ly, = То cu ponderea 1 
(5.56) 


ay Ax, — by Ay, — Az, +1 = Vas cu ponderea 1 
Din sistemul (5.56), necunoscuta Azy se elimină punând 
condiţiile cunoscute [v]-O si []=0, astfel prin adunare se 
obține: 


nAz = {ађАх, Ау; n=5 (557) 


asl 


hx - Play п=5 (5.58) 
Inlocuind (5.58) in (5.56) şi efectuând notaţiile: 
А = аб Ву = ваја 5, 559) 


se obține sistemul transformat al сотес ог; 


Љубх + В, ћу, +1,, = у, 


5.60 
1<1,2,..,5 ~ 
Rezolvarea sistemului de ecuaţii (5.60) зе face după 
metodologia prezentată în $ 4.3.2. 
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5.2.4. Intersecţii combinate 


Intersecţiile combinate reprezintă cazul general al 
întersecțiilor multiple si deci cazul general de rezolvare a 
triangulaţiilor geodezice prin metoda măsurătorilor indirecte. 
În figura 5.6 este reprezentat un asemenea caz în care sunt 
cunoscute coordonatele punctelor Р, Ро, Ра, P, şi direcţiile 
măsurate şi notate cu 1, 2, ..., 20. 

Punctele geodezice noi "Po" si “Ro” trebuie determinate 
ca poziții în plan, respectiv prin coordonatele (х,,), (уь) şi 
Се), бъ, ) exprimate prin valori probabile. 


Fig.5.6. Intersectii combinate 


| Într-o primă etapă de calcul, se vor obține coordonatele 
provizorii Xp Ур, şi Хо, Уко ale punctelor noi folosind 
procedeele cunoscute ale intersecfülor înainte şi înapoi. 
Corecţiile probabile ale acestor coordinate provizorii 
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Ах, „Лур бі Axa „Ауд, Se obțin din sistemul ecuaţiilor de corectii 


сїз pentru toate direcțiile măsurate. 

Forma ecuațiilor fiind funcţie de natura punctelor 
jieodezice legate printr-o direcţie de viză, în cazul intersecțiilor 
combinate apar toate tipurile de ecuaţii prezentate їп 95.1.1. 

Conform direcțiilor de viză în fig.5.6 se poate scrie 20 
(је ecuaţii cu 10 necunoscute. După aplicarea regulelor 1 şi 3 де 
"echivalență sistemul de ecuaţii se reduce la 18 ecuații cu 4 


necunoscute. 
Astfel sistemul se prezintă sub forma: 


а,Ахр t b Ayo, +1, =; 
Пи ПА ro, 
а хр + Бур +1, = у, 
а; Б" +, qm M = Y, 
сухо + dayro thy m V, 
cm др App 0-1 nn 
Qu Apo E БЛУ tu > Yu 
du ppt LA өрті 


=a ÀX po Ауру + Аз = Va 
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=a AX po Дур +, = Via 
а,Ах 8, АУ 2 Ахро — B Ауру #15 = Vis 
-аАхро — B Ap, + = Yio 


= Е qb P. 
as pb + ba pm аз, honto =ъ 


– ара и бо АУ + = Тр 
Ogg — Луо + = Уа 
Ag Ag — Di Aag + Йу = У 
ах Ах Dy Aus ахд — Въ AV ro +1, = Vas 
i i „lal 16] È s 
Ах, Ауы- Ах — Ау t 0——— 
da fg бато ba Ayn i ү m ди Ja m 
(5.61) 
| De menţionat că Dima [7] notează coeficienţii de 
direcţie din punctul “В” cu “с” şi “d” iar valorile acestora sunt 
egale cu cele ale coeficienţilor “a” si “b” „dar de semne 
contrarii. Aceste constatări, sunt deosebit de utile în calculul 
practic al coeficienţilor de direcţie. 
Cocficientii şi termenii liberi corespunzători celor 20 de 
direcţii măsurate sunt prezentaţi în tabelul 5.3 


Tabelul 5.3 
Po Ro 1 


Nr. 
viz. | a | b & di 
1 
2 
3 


UVODEZIE 


тоо о 


е. 
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Po Ro 
| а | Ба [El |i 
ж Ж | va м | 4 |0 
Ут, 


Rezolvarea sistemului de ecuaţii se realizează conform 
metodologiei prezentate în $ 4.3.2. 
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bli ilizând i le provini а 
іш A0, se obține din egalitatea 


Adio = аоАхо + БюдУо 


vulculul preciziei se folosesc relaţiile: 


2a Им 

т=з" 

[S ЕЯ - 0: 660) 
de ecuaţii де согест din sistemul iniţial de 
ficat); 

mumürul de necunoscute din același sistem de 


= coeficienţi de pondere care se stabilesc după 
la teoria măsurătorilor indirecte. 


5.2.5.Controlul rezolvării reţelei geodezice şi calcului 
preciziei 


Teoria măsurătorilor indirecte aplicată la rezolvarea 
problemelor gcodezice impune verificarea calculelor pe 
parcursul efectuării lor şi la diferite etape. 

Aceste verificări se realizează prin controalele 
specificate la formarea sistemului de ecuații al corecțiilor si la 
rezolvarea acestui sistem . 

Controlul final al rezolvării rețelei geodezice constă în 
verificarea orientărilor direcțiilor de legătură a punctelor 
geodezice. 

Astfel, se poale obţine valoarea orientării pentru o 
direcţie oarecare folosind coordonatele probabile ale punctului 
determinat. 

De exemplu, pentru direcția Р,Ро (fig.5.4), valoarea 
orientării (Ө) ”. rezultă din egalitatea:. 


б) +400 (5.62) 
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5.2.6.EXEMPLE DE CALCUL 


Intersecţia multiplă înainte 


Se cunosc coordonatele punctelor din rețeaua 
triangulaţie de ordin superior (tabelul 5.4), fig.5.7, precum 
direcțiile măsurate, centrate şi reduse în planul de proiecţi 
Stereografic 70 „tabelul 5.5. 

Coordonatele provizorii ale punctului “Pg” 
determină prin intersecții simple înainte , iar valorile acestor 
sunt prezentate în tabelul 5.6. 


Мр 
369000 370000 371000 372000 373000 


Fig,5.7.Intersecţia multiplă înainte 
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ЕЛІ ЖЕТІСЕ 
Гогевәге | asee Ter 


mzao 


208778 1/76 


186169 '0- | 69681 /8- 


82489: rozer] 


899012 S- | 1866 ZIZ" 90692) 9620 
#2258) 0- | 0688 |5 50252) 9620 940798) 0" 


Tesu 
101850 | 99:026- | 627216 272 | 2589205 0- 


EPA 


Tabelul 5.6 


загса | 00 vezer | зе | 
эгеде | 07546 V | 


891,899 0- | ZLEZE67680 | 09092%0/2 | ОЕ? Seseev 


©0619} 0- | 996222770 | 962122046 | 09) 28967 


7902686 0- 


| оорсе/ |- | 0888711 | | 8922) 2092 29969966771 | 092 66202 | 0Е0'ЄР9ВЄР | Ad | 
|__| l овиме | Si wor | сене | У | 


690662681. 0 


45 91332 чын чара 
зри а и: 
Ци HHE НЕНТ 
НЕВЕН Ни 
НЕ АН. ЕН 
2% aep. 25g 
Hausa gh 
iig жу 
а 24585 5. ЧА 
намина in 
ВЕРЕНА 
ПЕЕ ЯЯ, 
ПЕН ЕНЕ 
(quur 
iid nli 


G8vEGOELL'L | 08/ SOseze | 002 76297 | 


oep sacz- | 0998627 | v | 
582012570 | 09769569 | ОӨЕТЕРДУБР | dd | 


062667075 | 060 сузвеу | ^d | 
| Bester {| сера | енг | V | 

1180151975: | 987508675 | 002762067 | 3d | 
7599900 | 888596011: [052681012 обузе | ^d | 


[ous | —$ T suya MC CMC: = [хх [кх жа 
L'S InjoqeL 


за 


în tabelul 5.10, pentru a 


Aceiaşi termini liberi apar şi 


putea calcula [7]. 
GEODEZIE 


“ 
m. 


10 
пр 
за 

02 

до 

пр 
x 
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[ a | 50755 | 3434645 | 209508 | | 3471840 | T Z | 
РУ | 438543,030 | 370799,250 
л | 1748330 | -з008,530 | з33,5316315 | ________ 3477913220 | ___| ___| 
DF | 437243,380 | 368543,760 
| A ___з707,950 | -1632,290 | 373,6002814 | | 405132882 | | | 
ГА | 2751720 | 195185 | 4508120774 | ^ | 27586237406 | — _______ 
433536,430 4878,206917 | -97,0998 | -1,113663 

373805,780 
3629,730 | 53,42016573 | | ж ы | o |) 
2603,3758 | 122,0991 | -0,576216 
| ^ | 1299660 | 2255490 | 66,72083846 | | 280319798 | [| 
2062532601  |-273,4828| 1,911125 
2062,532591 __| -143,1005 | 0,525252 


[ 4 | -956,230 | 1827475 | 1308898941 | | 2062522580. ||] 
|-зе азтаазаво | завълво | -01440213508 | ПОА | 4061.320052 | SETE | 52202 | 
| о: | 
(А ___-зтотево | 1632200 | 173,8002814 | | шз; | | | 


Tabelul 5.8 


Dir. 
|_> [м [ешь | ова 
[ез ез же u feen 


ГІ 
1 130,5304 | 133,5316 rm pe да 5312 me 
ча 208,9364 | 211,9389 3,0007667 | 211,9372 -2,887 


шош: кшш „ыл: 
EE еее 9,0023 0,000 


а шашы шшш [ше | Г авт | 
| ве | e | s | жю | овое | 5006 | 4зо0ва04 | жою | таз | 
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în "i", ce reprezintă 


Е 
а 


coeficienţilor ecuaţiilor normale a lui Gauss. 
Pentru ecuaţiile sumă apar termenii 


т 
ът [пыш ICC 1 | zi | 35 | 

1000 3, 
3276696. 


свие ие raza наи Га 
0992866 Li SeN 17 увоз У 9609 26€ са та 
Lucre 


H2IZHGO8O 813188 plz 


ча 


216 


ш?наозо 


8916686 | 2609/589- 
820,0 8/60 Ю 75219156512 | 8/06Р pez | 68580 -АУ 
Гада | 221010: E [soto [Y — — ] 

[— 6 — [sssepvo VC CEDAT [1028065 SLZPPIS T | 96120: | 
| qs өз үп [зе |5996 | seriei 
A ETE TECNS CIE CNN ІСІ ІЛ |] 
E == MC imus Тє ШЕН С) БЕН БЕН СС БЕН БЕН С. БЕН 

IT'S [әд], 


"защоод-звпео) фајту вит ешецов иий 
їпүпшә1$1$ вәгелүо2ә1 guzad os 1176 [njoqe1 Ш лет *әзелївүш гоишиеш в oreJonje1d гр 8110941, 
әр [nszno t] әр ззповошпо зојоројош 9284 od 821821 91808 os MINUSI earvA[ozaw 


+ 
к Шо 
= &| 5 
3 5 
E А Не 1 
| ши НЕ 
3 та 
5 5 із 58 
iP à 
а = 
2 
ПЕН ! 
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m ce I | 9S „з= өз) Peru ca, өші кергі terei 
n-k 2-6" зе pot considera aceste ecuaţii de pondere -1, 


my, =m JO; = 5,922 40.1378 = 42.19 ст Siem se prezintă sub forma: 
тъ =то |0 = 5.922 40.1028 = +1.898 ст i a, Ax, b, Ay, +1, =>; pal 
Cu ajutorul corecțiilor Ax şi Ау se vor calcula valorile ву rd зони p=- 
cele mai probabile a punctului „Po” încadrat prin metoda 3 З 
— multiple inainte: а,Ах, +6,Ду, +1, = Ys =] 
+ Ax = 436287.150+0.014036 = 436287.164 
Jako а Ж жақ STE Ser вел 66) 


e -Үр Ау —370371,235--0,0083 = 370371,243 m 


Ах, =>; = 

Pentru controlul încadrării punctului “Ре”, va trebui са ^ ar и + Ф 

orientările calculate din punctele vechi şi coordonatele m +-р ду +0=у%; p--l 
compensate ale punctului nou să fie egale cu orientările + 

provizorii plus corectiile ЛӨ. м бићу, +, Vu p,-i 

р d ао P=- 


Coeficienții necunoscutelor sunt cei din tabelul 5.10.cu 
gue cá in ecuaţiile sumă nu mai apare termenii 
{imaginari “i”, în schimb aceste ecuaţii vor avea ponderea -1 

Rezolvarea sistemului de corecfii (5.63.) se mai poate 
veuliza şi în mod matriceal conform teoriei prezentată în 
4433.1, astfel se poate scrie: 


——— Г 5.12. 


-(4ра) ғы 
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pc a —-——— 


Valorile rezultate din calcul coeficienţilor sunt 


prezentate în matricele următoare: 
0.5168 -2.7240 б 
0.2984 -1.5727 0-2 000000 
18140 -02681 00100000 
а _|10473 2015481 „-[000-10000 
7|.0163 23020 |?7|00001000 
-0.0943 1.3290 00000-100 
-2.7348 -14310 00000010 
-1.5790 -0.8262 0000000-1 
2.6667 
0 
2.6667 
0 
17 6.3518 (44) 
0 0 
-2.228 
0 


4 - 0517 0298 1814 1047 -0163 -0094 -2735 -1. 
127A -1.573 -0268 -0.155 2302 1329 -1431 -0: 


dpa 0.517 -0.298 1814 -1.047 -0.163 0.094 -2.735 1.57 
=| -2.724 1.573 -0.268 0.155 2.302 -1.329 -1.431 0.8; 


г 4 (7318 10%\ др 1271 
м 44% os); ^ {Ча 


ray _[0.138. -0:015 
(A рАу “К "3 


ЕЗЕШ ЕАС 


Valorile согес ог rezultate din calcul sunt exprimate 
In centimetri şi în funcţie de acestea se determină valorile cele 
mai probabile ale punctului încadrat: 


X, = 436287,150+0.014=436287,164 m 
ы = 370371,235+0.008=370371,243 m 


Se remarcă faptul că, în urma efectuării calculelor prin 
metoda matriceală, aplicată în cazul măsurătorilor indirecte de 
precizii diferite, s-au obținut aceleaşi valori ca şi în cazul 
rezolvării sistemului prin metoda Gauss-Doolittle. 

De precizat că, metoda de rezolvare Gauss necesită, mai 
іші, transformarea sistemului de ecuații într-un sistem normal, 
31 numai după aceea se trece la rezolvarea acestuia. 


Intersectia multiplă înapoi 


Pentru încadrarea punctului “Ro” (fig 5.8) prin metoda 
intersecţiilor multiple înapoi, se cunosc punctele reţelei de 
wiangulatie, date în tabelul 5.4(prezentat la intersecţia multiplă 
Înainte) şi direcţiile măsurate prezentate în tabelul (5.13). 


AIZACOAD 
ccc 


000245 
HOIZHGOSD ITALIA 


тодещ рүйпүпш вйодвлоущ в с Вът 
0000L£ 


PLS miqer 


ЈЕГ5 TOGEL 


|_______ Coordonate | 96 | зше | — DeAxcse | а | Сао | 


| | а | и || реу | |меше) 
ЕГЕТ ЕЛ | з71551,335 | -ozsssasi ШҮ?" | 1751200 | -1.561262 | oa7sss9 | 
| ev [43854303 | 3707925 | 210279024 | 0,903082 | 17512000 | -3.283006 | 2,102790 | 
а ами | овие ИШЕТЕЛ | uma ооо | 
ШЕГЕН | 3155135 | азаеп] отт] _ эдю | одоваво | 15156 | 
Св | оо | пола | amnes | aoro | naso | озотве | nomon | 
Ca ева во | нд | заааи | ооо | 
Lx. |аввовъава ЕТТЕ | oannes | 72520 | зел | ЕЛ | osoan | 
въ дари p immor мими дэшм] мош лошо ат | 
ШИРИ ЕТИ [assa Го пазар | зещма Tooo | 
ЕГЕТЕ | aissas | -106717064 | голова |_ зо20750 ЕТТІ ЕТІЛ 
Гр | вила | зазалљ | оролт сал | somos || пот | 
Laur BEE E [эшли [ою БЕН 


irecției zero a 
(în care 


Tabelul 5,17 


(prezentate la cursul de 


înapoi 


ecuaţiilor echivalente de erori 


In tabelul 5.15 se prezintă calculul orientărilor, 


ilistanțelor, coeficienţilor de direcţie si verificarea acestora. 


Coordonatele provizorii ale punctului “Ro” se determină 


in intersecţii simple 


ji 


In tabelul 5.18 se prezintă tabelul redus de calcul al 


voeficienfilor ecuaţiilor normale. 


In tabelul 5.16 se calculează orientarea di 


Coeficienfii 


lipseşte Az ) se prezintă în tabelul 5.17. 


'opografie generală), iar valorile acestora sunt date în tabelul 


514. 


limbului (modului stației) şi termenii liberi . 
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[оз ве LII 
пт [эз [өеп Гарган [изу [+ [бү БЕ 
[тз [ийт 21: [тии үе үл | 
ШЕСІ С | — — ЕСІ ІЗ [ио |: БЕГЕН IE EI 


'9rse mieqer 


d 1 
[юш ае e a [изи T 7] 
[луб [тинте] зе Прево [сооту AC | res | um | 


ноггяаозо 31813H М4 


226 


[162045 | 25098 | 12 | 8090 | 
[13.1203 | 10.9170 | 293252 | 
935 


Rezolvarea ecuaţiilor normale utilizând schema 
triunghiulară Gauss Doolittie se prezintă în tabelul 5.19. 


Tabelul 5.19 


аа 
16.2645 | 2.5998 


=1 -0.1598 


0.9782 | 13.1203 


227 
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Verificarea incadrárii punctului Ro se realizeazá in 
tabelul 5.21, prin calculul orientărilor din coordonatele 
definitive ale punctului încadrat şi compararea acestora cu 
orientările calculate din corecţiile Ax, Ay şi coeficienții de 


direcție. 
Tabelul 5.21 


-166.863 2254.455 
[UT |3 551.325 
433535.430 | 370176.050 
-3426133| -1375.275 


371551.325 
368543.760 


-0.4156 


-13.3715 


47.3649 
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Intersecţia multiplă combinată 


Partea teoretică de rezolvare a problemei a fost 
prezentată la $ 5.1.4, iar rezolvarea practică se referă la 
exemplul ilustrat în fig.5.8. 

Se remarcă faptul că, se utilizează aceeaşi rețea de 
triangulafie şi se încadrează aceleaşi puncte , pentru a avea 
criterii de comparaţie între rezultatele obţinute, prin diferitele 
metode şi pentru a utiliza valorile provizorii de încadrare a 
punctelor obţinute prin metodele anterioare. 


Fig.5.8 Intersecţia multiplă combinată 


In exemplu numeric de rezolvare a intersecţiei multiple 
combinate se urmează aceeași cale de rezolvare ca şi la 
metodele anterioare. Astfel, în tabelul 5.4 se dau coordonatele 
punctelor de triangulafie. In tabelul 5.22 sunt trecute valorile 


GEODEZIE 
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medii ale seriilor complete reiterate. Valorile provizorii ale 
coordonatelor punctelor “P” şi “R” sunt preluate de la metodele 
anterioare gi sunt date în tabelul 5.23. 

Coeficientii de direcție, orientarea direcţiei zero а 
limbului şi termenii liberi sunt date în tabelul 5.24. Coeficientii 
de direcţie şi termenii liberi sunt calculati în tabelul 5.25. 

Coeficienti ecuaţiilor echivalente sunt prezentați în 
tabelul 5.26. 

Coeficientii ecuaţiilor normale se calculează în tabelul 
5.27, iar rezolvarea sistemului în tabelul 5.28 Іп tabelul 5.29. se 
prezintă coordonatele definitive ale punctelor încadrate. 

Verificarea rezultatelor se va face în tabelul 5.30, iar 
valorile comparative al punctelor încadrate sunt prezentate în 
tabelul 5.31. 


168,7392 
208,9364 


248,4205 
285,6605 
328,5328 


зор 2 а 


DL 


ар 


[ rv | 1 | 517201 | 
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Intersecţia multiplă combinată 


Partea teoretică de rezolvare a problemei a fost 


prezentată la $ 5.1.4, iar rezolvarea practică se referă la 
exemplul ilustrat în fig.5.8. 

Se remarcă faptul că, se utilizează aceeaşi reţea de 
triangulatie şi se încadrează aceleaşi puncte , pentru a avea 
criterii de comparaţie între rezultatele obținute, prin diferitele 
metode şi pentru a utiliza valorile provizorii de încadrare a 
punctelor obţinute prin metodele anterioare. 


Fig.5.8 Intersecţia multiplă combinată 


Іп exemplu numeric de rezolvare a intersecţiei multiple 
combinate se urmează aceeaşi cale de rezolvare ca şi la 
metodele anterioare. Astfel, în tabelul 5.4 se dau coordonatele 
punctelor de triangulafie. In tabelul 5.22 sunt trecute valorile 
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medii ale seriilor complete генегаје Valorile provizorii ale 
coordonatelor punctelor “P” şi “R” sunt preluate de la metodele 
anterioare şi sunt date în tabelul 5.23. 

Coeficienţii de direcţie, orientarea direcţiei zero а 
limbului şi termenii liberi sunt date în tabelul 5.24. Cocficientii 
de direcţie şi termenii liberi sunt calculati în tabelul 5.25. 

Coeficienti ecuaţiilor echivalente sunt prezentaţi in 
tabelul 5.26. 

Coeficientii ecuaţiilor normale se calculează în tabelul 
5.27, iar rezolvarea sistemului în tabelul 5.28.In tabelul 5.29. зе 
prezintă coordonatele definitive ale punctelor încadrate. 

Verificarea rezultatelor se va face în tabelul 5.30, iar 
valorile comparative al punctelor încadrate sunt prezentate în 


Tabelul 5.22. 


HIZAGOAD 


"Igzocy [ | 
| Ра | 


156176 | 655196967 БЕН 


сег /Є0/© | 06; 


see 


Саев ров нигин CC а BC 
CX D X СТИ СТИ Dessins БЕГІНЕ ІГІСГІН 


Punct те 


x MI пи 
„0 90306180 
ШЕШЕГІ [mes [шшш [пшн] 


5,2 382948 -0,88247261 


0£c 


потнаоно ялална 


| -08202 | 0,5815 | 


| ooo | | 


-3,2830 


-2,7240 -5,2708 


370799250 | 1,735450547 


=з 380 | 368543760 


0,0000 
2,1190 


21,7355 


232 
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2: tat 


2603,13768 
233535 490 | —_370176,050 | оветватата | -0,66811696 | 4в78,296917 | -0,8719 | -0.8079 
| | 3259270 | -3629.730 253.4202 | | 4878.296917 | 0,0000 | | 


-6,7669 


Ко 4 


-281,827 
437243,380 


38961,553 37. 
А 3426,123 1375,285 24,30121238 3691,846102 | 0,0000 


581,335 | 2,491209458 | 0,92802433 


PV | 438543,030 | 370790,250 | 0,576216255 | 0,40026280 | 2803,13758 
А 1299,650 2265400 | 6672083846 2603,13758 | 0,0000 
| DF | 437243,380 | 368543,760 
436981,553 | 371581,935| -0,09370573 | -0,09329701 | 3020,750542 | -0.1066 | 0,0037 
3020,750542 | 0,0000 


:10,8717094 | 0,99563832 


3007,575 
368543,760 


105,9481227 
-1,91112494 


0,88603448 


2062,532581 


3691,846102 


3020,750542 


438287,150 


370371,235 | -0,52325202 | -0,46381934 


2062,532501 


PE 438794,700. 373805,780 6,766909664 -0,98925649 | | 3471,844806 
436287,150 370371,235 | 0,147777844 -0,14619028 3471844806 -0,2681 -0,1478 
^ | 807,880 | -3434,545 3471,844808 
рє | 296794700 | 273805760 | -17196582 | -0,86446376 | 3477,913229| 1 5824 
370799250 | -0.58151092 | 050289812 | 3477,913229| 0,9202 | 0,5615 
333 5318315 3477,919228 | 0,0000 
DF 437243 380 368643,760 -22716246 | 0,91524295 | 4051328652 1,4382 2,2716 
373,6002814 4051,328652 | 0,0000 
DL 433535,430 370178,050 | 0,070931999 | 0,07076423 2758,633746 | -0,1633 -0,0709 
270371,235 | 14,09800958 | 0,99749378 | 2758 633746 2,9020 -14,0980 
2758,633746 | 0,0000 
DL | 433535430 |  370176,050 | 0,40141145 | 0,37251959 


1,6003 


0,8719 -0,8979 


1,113663489 | 0,74406680 | 4878296917 | -0,9710 
| PE | 436794700 | 373805,780 | 0,897937312 | 0,00811636 
(Га | 3260270 | 3620790 | 53,42016573| | 4878.208917 | 0,0000 | | 


-2,0983 


-2,4912 


21,1197 


-956,230 


437243,380 
433535,430 
-3707,960 
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-0,4402138 
:2,27182453 


0,40290239 
:0,91524295 


2062,532591 


4051,328652 


173,6002814 


4051,328652 
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Ро | 436287.150 | 370371235 | 0,189733053 | 0,18640751 | 2206,125306 | -05168 | -0,1897 
438543,030 | 370799,250 | 5270582048 | 0,98247251 | 2296,125305| 2,7240 | -5,2706 
2255,880 428,015 __| 11,93689372 2206,125305 | 0,0000 

Ро | 436287,150 | 370371235 | 1,749843936 | 0,86822408 | 1359211321| -4,0665 | -1,7498 
Ro | 436961,553 | 371551335 | 0,571479536 | 049617220 | 1359211321 | 23239 | -0,5715 
674,403 1180,100 | 86,94768611 1359211321 | 0,0000 
436287,150 | 370371,235 | 00709319909 | -0,07075423 | 2758,633746 | 0,1633 | -0.0700 
DL | 433535430 | 370176,050 | 14,09800958 | -0,90749378 | 2758,633748 | -2,3020 | -14,0980 


A | -2751720 -195,185 | 204.5081208 | ^ | 2758633746 | 0,0000 
| Po | 436287,150 |___370371,235 | -1,91112494 | -0,88603448 | 2062,532661| 27348 | 1,9111 


DF | 437243,380 | 368643,760 ‚52325203 | 0,46361934 | 2062,532691| 1,4310 
n 958,230 -1827,475 | 330,6898041 2062,532501 | 0,000 | ^ ^ | 
во | 436961,553 | _ 371551,335 | -10,8717084 | -0,99563832 | 3020,750542 | 2,0983 | 10,6717 

DF | 437243,380 | 368643,760 | -0,09370573 | 0,00320707 | 3020750542 | 0,1966 | 0,0937 

A 281,827 -3007,575 | 308,9481227 3020,750542 | 0,0000 

Во | 436961553 |  371551,335 | -1,2337654 | -0,85142435 | 2072958401 | 1,8232 | 1,6234 
438620,800 | 389020050 | -0,61600003 | 0,52447743 | 2972952491 


А 1559247. -2531,245 335, 1478562 2972,953491 0,0000 i 
Ro 436961,553 371551,335 | -0,47555861 | -0,42946837 | 1751,199974 1,5613 0,4756 
438543,030 370798,250 -2,10279024 | 0,90308190 | 1751,199974 3,2830 2,1028 
[ A | 4581477 | -752085 | 3717401920 
Ro 436961,553 371551,335 | -13,5115641 | 0,99727241 2260,61102 | -2,8085 13,5116 
РЕ 436794 700 373805,780 -0,07401068 | -0,07380881 2260,81102 | -0,2079 0,0740 
л | 2166853 | 2254446 | 1047030913 


Ro | 436061,553 |  371551,335 | 0,40141146 | -0,37251958 | 3691,848102 | 0,6424 
DL | 433535430 | 370176,050 | 2401200458 | -0,92802433 | 3691,846102 | -1,8003 
Ca мз | -1375285 [22430021224 | | 3691,846102| 00000 |______ 
Но | 436961553 | 371581,336 | 1749843936 | -0,86822408 | 1359,211321 
Po | 436287150 | 370371235 | 0,571479536 | -0,49617229 | 1358,211321 | -2,3239 | -0,5715 
^ -674,403 -1180,100 | 266,9476861 1359,211321 | 0,0000 
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= Tabelul 5.25 
n Orient. 
| и EET 


ур п | co | по | боса | ве | ea | 
PE | 1 | 1305304 | 1335316 | 30012 || 13252 | 38923 | 
168,7392 | 1717402 | 3,0010 3,0008 | 171,7400 
2089364 211,9369 


I-4 263,7202 | 268,7208 | 3,0006 266,7210 | .2007 
12,0034 0,000 


| 5 | 2484205 | 253,4202 | 4997 | 2534205 | 1547 | 
| ко | в | 2856592 5,0006 4,998 | 290,6590 | 7,438 
| 7 | 3285324 | 333,5318 | 4,9992 | |________533,5322 |  -5890 | 
|_______________--до | — — | 1757, 
[DF | 8 | 361601 | 3756003 | 11,9993 373,5098 | — 4,363 


392,5095 4,5081 11,9986 11,9988 4,5083 :2,243 


12,3026 24,3012 24,3014 
41,4213 53,4202 53,4201 
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[ | 47,9954 0,000 


51,7201 15,0007 66,7204 4,793 
90,9476 | 105,9481 | 15,0005 105,9479 | 2,636 
115,895 | 130,6899 | 15,0004 
173,6003 | 14,9994 | — [| 173,6012 | -8778 
[LL 600010 
380,7027 | — — | 11,9368 
390,7024 
390,7027 
390,7025 330,6900 
1582,8103 
25,4238 | 305,0481 | 280,5245 


54,6236 | 335,1479 | 280,5243 280,5245 | 335,1481 
91,216 | 371,7402 | 280,5242 371,7405 
224,1789 | 104,7031 280,5242 104,7034 
280,5251 
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CREME эзш | 
вазиет || 090 | 


Tabelul 5.26 
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-0,0816 | 1,5101 | -0,32121 


0,8001 i 


:0,1966 


-1,3874 | 


-1,04911 
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1,8602 i 


0,2584 | | -1,36201 


[990 | -18003 | 
| 44665 | -23239 | 4066 | 22299 | 


-0,3061 i 


-0,9487 i 


-0,7806 | | -1,64151 0,0000 i 


-0,7957 


2,0896 i 


Tabelul 5.27 
[Meen nva] а T w [а тати Те | 
SR, N tni сабачы WENDEN БАИНА ЕГ 7 
= а р use | 32890 | 15878 
з [з [ose | 27240 | | [sasa | 56614 


22,0068 | -2,0068 
-3,52571 |. 


-1,5469 


e ш 
E 18140 | -0,2681 


9 -0,1833 2,3020 


-0,1548 | 


7,4365 


-5,8898 -5,8896 


0,0000 i 


EC -1,16201 | 0,00001 


| 3352 | 
5,8543 
3,5915 


0,0000 i 


-1,5469 
8,9824 


0,8925 i 


о |___ 


-0,1042 


Г 000001 | -2,23041 | 
1,2004 
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[ 22 | 18 | -01633 | 2,3020 R у 
|_23 | 19 | -27348 | asso | _____________--о7957 | -49e | 
-0,84261 | 2,0885! | 203331 | -1,18201 | 0,00001 

-2,0983 | -0,1966 | -0,0424 | -2,3373 

| — 1| . 1.18232 | 1,1231 | 27071 | 0,2322 | 

пе о реа ит Е пи E меса 
|_28 | 23 | | [| 18140 | -02081 | -33562 | -1,8103 | 
[ 20 | 24 |  — _ (| ^ | -0,0424 | 16003 | 58543 | 6,8122 | 
| 30 | 25 | 40665 | 23239 | 4,0665 | -2,3239 | 3,5915 | 35915 | 
(и | i] | -186021 | 0,94871 | 301421 | 0.19211 | 000001 | 249491 | 


[a 43,2102 | -11,8387 | -27,6153 | 18,5958 -9,5306 | 12,8213 | 
[р 31,3815 -11,7840 7,5576 25,6660 
Іс | 41,3550 | -7,9872 | 4,5501 | 20,6530 | 


[d | 34,2004 | 22305 | 35,9615 | 
349,0938 


Тареш 5.28 
Ca Pau Га Га БЕГЕН Га | ап | ој сам 
газа 22 ам Гама [asm ues ааа 
|_____огтао | oss: | до | 0226 | -02987 | 00231 | ooo | о | о | 
Гази Газа | ла ша | дни | e ае 


дх 0,401 
azae | zaseo | soos овие | за [aero | о | о | e | 
эю | эма | еви | авав | 201707 | ozro | ~ ШЕГЕН o 
Са зове | ови Гата SEC HET ова e ЕГЕ 
"s [эшш шш | sasi | эшш [шш ЕГЕН EFIE EFE 


[nesr | зва | врио | ase [ose ШЕГЕН ШЕГЕН 

CIE 377 E EE RET тим 

[ase isa: Газе T ae RET EET а ЕГШ 

Саша | ooer Галев ра | меш [ooer | | 
Саша sote | зип Гови о | о 

[вш | tarso | asser [ош | ae БЕГЕН ЕГІН 
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6.REZOLVAREA REȚELELOR DE 
'TRIANGULATIE PRIN METODA MĂSURĂTORILOR 
CONDIȚIONATE 


6.1.Consideratii generale 


Metodologia de prelucrare a măsurătorilor geodezice 
prin metoda măsurătorilor condiţionate de aceeaşi precizie si de 
precizii diferite a fost tratată în $4.3.4 şi 54.3.5., iar în cele ce 
urmează vor fi prezentate câteva aspecte privind stabilirea 
condiţiile geometrice şi a ecuaţiilor de corecţii aferente 
acestora. 

Este cunoscut faptul cá ín orice rețea geodezică, 
numărul mărimilor măsurate este mai mare decât numărul strict 
necesar pentru obținerea mărimilor ce trebuie determinate. 

Namărul măsurătorilor suplimentare, efectuate într-o 
rejea geodezică, determină numărul ecuațiilor de condiţie 

Numărul condiţiilor geometrice "i" sc stabileşte іп 
funcţie de natura reţelei (fără constrângeri, cu constrângeri) şi 
este dat de diferența dintre numărul observațiilor 
efectunte"n," şi numărul observaţiilor strict necesar” пра”: 


ғ=п,-п,, (6.1.) 


Volumul de calcul necesar compensării unei rețele 
geodezice este diferit în funcţie de metoda de prelucrare aleasă, 
de configuraţia geometrică a rejelei şi de numărul ecuaţiilor 
normale. 

In cazul reţelelor de triangulatie cu multe legături la 
ordinul superior, în interiorul cărora se dezvoltă o rejea de 
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îndesire, metoda cea mai indicată de rezolvare este cea a 
măsurătorilor indirecte. 

Rețelele de triangulatie sub forma unor lanțuri de 
triunghiuri sau patrulatere, cu puţine legături la ordinul 
superior, se rezolvă prin metoda măsurătorilor condiționate. 

Atunci când, la rezolvarea reţelei de triangulatie se 
aplică metoda măsurătorilor condiţionate, trebuie avut grijă la 
stabilirea numărului necesar şi suficient de ecuaţii de condiție 
şi la scrierea corectă a acestora. 

In cazul utilizării metodei măsurătorilor condiţionate la 
rezolvarea rețelelor geodezice pot apărea următoarele 
neajunsuri : 

> omiterea unor ecuaţii de condiţie; 
> scrierea unor ecuaţii de condiţie ce constituie 
consecința altor ecuații. 

In cazul omiterii unor ecuații , rezultatele finale ale 
compensării vor fi inexacte, deoarece nu vor verifica condiţiile 
omise, rezultând о reţea incompletă geometric. 

Atunci când, ecuaţiile scrise sunt consecințe ale altor 
ecuaţii (suma, diferența lor etc.), va rezulta o nedeterminare 
pentru corelata “k” respectivă. 

In scopul prelucrării măsurătorilor efectuate într-o rețea 
de triangulatie geodezicá este important, în prima etapă, să se 
stabilească numărul condiţiilor geometrice, să se cunoască 
forma condițiilor geometrice şi corespunzător acestora să se 
scrie ecuaţiile de corectii . 


GEODEZIE 


RETELE GEODEZICE 249 


6.2. Stabilirea numărului condiţiilor geometrice în 
rețele fără constrângeri (independente) 


Condiţiile geometrice pe care trebuie să le 
îndeplinească observaţiile geodezice într-o asemenea rețea de 
triangulatie se numesc condiții interioare. 

Intr-o rețea de triangulatie independentă se formează 
următoarele condiții : 

> condiția de figură - Suma unghiurilor interioare ale 
triunghiurilor plane trebuie să fie egală cu 2008. 

> condiția de tur de orizont (de staţie)- Suma 
unghiurilor situate în jurul unui punct şi care formează 
un tur de orizont complet trebuie să fie egală cu 400*. 

> condiţia de pol sau de laturi - . Rezolvarea succesivă 
а triunghiurilor care au vârf comun, cu începere de la 
o latură şi finalizare pe aceeaşi latură, trebuie să 
conducă către aceeaşi valoare. 

Intrucât, construcția unei rețele este posibilă atunci când 
se cunoaşte lungimea unei laturi cu ajutorul căreia se determină 
scara rețelei şi două unghiuri, pentru fiecare punct determinat, 
conform (6.1) se poate serie că numărul total de ecuaţii 
interioare “г” зе calculează cu relația: 


r-oQ-Xp-2)-o-2p*4 (6.3) 
unde : 
кв —numárul unghiurilor măsurate ; 
2(p-2)-numărul strict necesar de unghiuri 
măsurate pentru determinarea unui număr de (p-2) 
puncte din rețea; 
p — numărul total de puncte ; 
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r — numărul total al condiţiilor geometrice . ы. 
Observaţie: din numărul total de puncte se scade 2 pentru | ш 


Numărul ecuațiilor de figură se stabileşte cu relaţia: „баш 


Se observă că їп rețelele subordonate apar în plus faţă 
de rețelele independente condiţii de orientări, de unghi fix, de 


ыны 64 baze şi de coordonate. 
în саге; е, Deci pentru a stabili numărul primelor trei condiţii se 
1, — numărul laturilor cu viză dublă ; folosesc formulele scrise pentru rețelele neconstránse. 


Numărul condițiilor de orientări "ng"se determină cu 
relaţia: 


pi – numărul punctelor stationabile ; 
ул — numărul condiţiilor de figură . 
Numărul ecuaţiilor de punct central (w2): 


wa — numărul punctelor în care unghiurile sunt măsurate n = N,-1 (6.6) 
într-un tur de orizont complet. 
Numărul ecuaţiilor de pol sau de laturi: unde: 
E Y N, - numărul orientárilor fixe (cunoscute) 
s-I-(1-2(p-2) -1-2p43 (6.5) k | condițiilor де unghi fix «n, ": 
Pornind de la latura cunoscută pentru fiecare din cele (6.7) 
(p-2) puncte determinate sunt necesare câte două laturi. Astfel n,-N, | 
paranteza mare din relaţia (6.5.) reprezintă numărul strict 
necesar de laturi, iar “/” numărul total de laturi. unde: 
N,- numărul unghiurilor fixe 
Numărul ecuaţiilor de baze ^ n, ”: 
` 6.3.Stabilirea numărului condiţiilor geometrice in i 
reţele dependente sau subordonate n,-N,-1 (6.8) 
Intr-o reţea де triangulatie dependentă deschisă (cu — 
x ) күзін : = N, - numărul bazelor măsurate 
- tur de orizont ; 
- laturi ; 
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Numărul condiţiilor de coordonate * л”: 


n,-XR-) 6: 
unde: e 


R- numărul grupelor separate de puncte fixe 


/6.4.Forma condiţiilor geometrice si a ecuaţiilor 
de erori 


| „În cele ce urmează, se vor examina formele concrete ale 
condiţiilor geometrice si ale ecuaţiilor de erori în funcție de 
elementele măsurate: | 


Соније de m 
uma unghiurilor interi ale tri iuri å 
Beaia joare ale triunghiurilor trebuie să 


De exemplu pentru triunghiul BCF (fi 
fie satisfăcaită ezali : iriunghi (fig.6. L) se cere să 


d» y» Gy2oí (6.10) 


А Notánd valoarea cea mai probabilă a unghiurilor în 
funcţie de unghiurile măsurate şi corectiile aferente se poate 
serie: 


()-із», 
0)-3+», (6.1) 
0)-3+», 


Fig.6.1.Retea де triangulatie 


Inlocuind pe (6.11) in (6.10) se obţine ecuaţia de 
condiţie de figură: 


и фу, 4v, +1+243-200 =0 (6.12) 
1 Ж ; УЛЫ > 
т 


Termenul liber al acesteia “ w,” reprezintă eroarea de 
neînchidere unghiulară în triunghiul considerat. 


Condiţia de tur de orizon "t" 
Suma unghiurilor situate în jurul unui punct şi care 
formează un tur de orizont complet trebuie să fie egală cu 400°. 
De exemplu pentru punctul “F” se cere să fie satisfăcută 
egalitatea : 


бунбунбун јуна 5)-400" (613) 
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2 қ " ^ ^ 
Зи, 46v, -9--v +12+у,, 159, —400* (6.14) 


. . Deoarece, de obicei în punctul ^F" se măsoară 
direcţiile, atunci : 
3+84:9+12+15-- 4008 (6.15) 


şi în consecință, termenul liber din ecuaţia de condiție 
ara turui de orizont este egal cu zero, iar ecuaţia de condiţie 
are forma : 


зи ћу Кур Ки -0 (6.16) 


Condiţia de pol sau acordul laturilor 
Rezolvarea succesivă a triunghiurilor care au vârf 
comun, cu începere de la o latură şi finalizare pe aceeaşi latură 
trebuie să conducă către aceeaşi valoare. а 
, De exemplu, pomind cu calculul de la latura BF , prin 
aplicarea teoremei sinusurilor în mod succesiv se obține : 


ве – 556) др, др = 918) pre; pp = sin pp. 


sin(4) sin(7) ” ssin(10) 
34) op. Ср Sin) 
DF ЕТТЕ) СЕ; СЕ- sin) BF (6.17) 


Inlocuind relatiite (6. a PNE 
pe iile (1) cdd pid 
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simS)sim&)sindo)sind4)smd) | ^ (6.18) 
sin(4)sin(7)sin(10)sin(13) sin(2) 


Punctul ^F" din care pornesc laturile către vârfurile 
poligonului ABCDE se numeşte pol.Polul poate fi ales atât în 
interiorul conturului poligonal cât şi în exteriorul lui. 

Condiţia de pol se poate scrie foarte uşor, pornind de la 
relația geometrică evidentă: 


BF АР ЕЕ DE CE a (6.19) 
AF EF DF СЕ BF 
în care se înlocuiesc laturile cu sinusurile unghiurilor opuse, se 
ajunge astfel la relaţia (6.18). 
Relaţia (6.18) se mai poate scrie sub forma: 


sin vsin +n sin 1v, )sin(14--w,)sin(d и) - 
вада узо +, Они) за Зи, )sin--w,) - 0 
(6.20) 


i Pentru liniarizarea relației (6.20) se va dezvolta fiecare 
termen în serie Taylor şi se vor efectua produsele lor, astfel se 


obține: 
Р, a B gv, жор, +etg 11v, ctg ay, ноћи) 
p 621) 
р, ард, кен», ав бул etg Ву +ctgîv,)=0 
p 
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în care: 
P = sinSsinSsinTlsinlAsini 
112 iu eS (6.22) 
P, = sin 4sin 7sin 10sin 13sin2 


Efectuând notatiile: 


=: (6.23) 


relaţia (6.21) devine: 


ву, tdv, ду +ађу, ау + dv — 


6.24; 
тау + daia — dy, du, фи =0 ean 


In cazul, când liniarizarea se face prin logaritmare 
termenul liber se va calcula cu relația: 


Zu -BE)-w; M = ge = 0,434294 (6.25) 
în care : 
P = IgsinSsinSsinl lsinlAsini 
rr o ый (6.26) 
P, = Igsin 4sin 7sin 10sin 13sin 2 
^ P? şi“ P," se calculează folosind unghiurile 
măsurate. 


GEODEZIE 


RETELE GEODEZICE 


Condiţia de staţie 

Unul şi acelaşi unghi măsurat cu stații diferite sau 
unghiul măsurat direct faţă de suma altor unghiuri măsurate 
direct, dar încadrate în acesta, trebuie să aibă aceleaşi valori. 

De exemplu, în punctul “D” în care au fost măsurate 
direct unghiurile 11, 13, 16 trebuie să satisfacă egalitatea : 


(їт+(13)-(16) (627) 


Condiţia de stație se satisface de obicei înainte de 
compensare. 

De observat că în cele patru condiţii arătate mai sus 
intră valorile unghiurilor măsurate fără participarea datelor 
inițiale. In acest fel ре baza acestor condiţii se poate trage 
concluzia asupra calitaţii măsurătorilor. 

Luând în considerare şi datele iniţiale, acestea împreună 
cu unghiurile măsurate trebuie să satisfacă, în plus, într-o rețea 
de triangulatie condiţiile următoare : 

Condiţia de orientări 

Dacă într-o rețea există două sau mai multe laturi ale 
căror orientări se cunosc, deci sunt definitive, atunci valorile 
acestor orientări obținute cu ajutorul unghiurilor din rețea 
trebuie să fie egale cu valorile definitive Un caz particular al 
condiţiei orientărilor constă în aceea că suma sau diferența unor 
unghiuri măsurate trebuie să fie egală cu diferența orientărilor 
date. Acest caz particular mai poartă numele şi de condiția de 
unghi fix. 

Dacă de exemplu sunt cunoscute orientările “6,, " si 
“8,2”, atunci trebuie să existe satisfăcută egalitatea : 
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O+ = 6, -6,, (628) 
заш: ^ 
у ћу, +1+2- (6, —6,)-0 (6.29) 
Condiţia de baze 


Dacă în reţea avem două sau mai multe laturi iniţiale 
(baze), atunci valoarea calculată a uneia din ele cu utilizarea 
unghiurilor măsurate trebuie să fie egală cu valoarea dată. 

De exemplu latura AB calculată pornind de la latura 
BC, trebuie să fie egală cu сеа dată adică : 


в- 316) вр ‚ве SO) ве (630) 
145) sin(3) 


de unde : 
ВС sin()sin(6) E 
АВ sin(3)sin(5) ы ез) 
Pentru a scrie ecuaţia de baze, înlocuim unghiurile cele 
mai probabile cu unghiurile măsurate şi corecfiile acestora : 
BC sin(2 +, )зи(6-+у,) L 


- а 1 (6.32) 
ABsin(3 +v, )sin(5 + у,) 


Logaritmánd relaţia (6.32) obținem: 
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log BC +logsinÊ+v,)+logsin® +vs)— (6.33) 
-{log AB--logsin(3 -v,) -logsin(3--v,)) - 0 


Se stie cá : 
logx = пећи x —0,434294In x = M In x (6.34) 
M (In BC +1азіп( + v,) + Insin( + v,)— — 
-M (In AB 4-Insin(3 + v,) + Insin(+v,)y=0 
Dezvoltând în serie şi după grupări rezultă : 
cig2v, —ctg3v, ошё, ен, = ИРА 
g" Уа + pre ке P. (p руб 
A5 вем 
in care: 
Е =logBCsinâsinâ (637) 
P, = log ABsin 3sin 5 
Notând: 
î=d; 1-3,35,6 
UN (638) 
AO mv 
ecuaţia de baze se prezintă sub forma: 
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», ми 
ду, —d,v, — dv, ++ РС? P; um 0 (639) 


In cazul în care, laturile AB şi BC se consideră fară 
erori, atunci erorile relative 42. şi >80. sunt nule şi în ecuaţia 


AB BC 
de mai sus termenii АВ? BC nu există. 
Condiţia de coordonate 


Dacă în rețea avem date iniţial puncte sau grupe de 
puncte situate separat unul de altul, adică neavând între ele o 
legătură definitivă, de exemplu punctele A, B, Си D, E, F 
(fig.6.2) atunci parcurgând cu calculele de la unul din punctele 
A, B sau C spre unul din punctele D, E sau F, trebuie obținute 
coordonatele definitive ale acestui punct. 


с 


Fig.6.2. Retea de triangulatie cu constrângeri 


Condiţiile coordonatelor se creează şi în cazul unei 
reţele discontinue de triunghiuri : exemplu un lanţ închis de 
triunghiuri (fig. 6.3): 
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Fig.6.3.Lant de triunghiuri închis 


Pentru a arăta modul de scriere al ecuațiilor de 
orientări şi de coordonate considerăm o reţea de triangulatie de 
forma unui lant de patrulatere (fig.6.4): 

In reţea sunt date coordonatele punctelor A, B, C, D şi 
sunt măsurate unghiurile 1, 2,..., 24. 

Se constată cá în rețea se pot forma ecuații de condiţie 
de figură, de laturi, de baze, de orientări şi de coordonate. 


8 


patat), 


ы 
2 


Fig.6.4.Lant de patrulatere 
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Ecuația de condiție de orientări 
Formarea acestei ecuaţii are la bază condiția geometrică 


de orientări, care constă în aceea că plecând de la orientarea | 


cunoscută a uneia din laturi şi folosind unghiurile măsurate, 
trebuie să se obțină orientarea cunoscută a celeilalte laturi. Din 
cauza erorilor inerente măsurătorilor acest lucru nu se întâmplă, 
nepotrivirea reprezentând termenul liber al ecuaţiei. Pentru 
aceasta se alege drumul cel mai scurt cu numărul cel mai mic 
de vârfuri. 

Astfel pornind de la orientarea laturii AB (cunoscută 
din coordonate) se poate ajunge la orientarea laturii BC 
(cunoscută tot din coordonate) pe traseul AP PD. 

Orientarea laturii DC va fi : 


бе - 0, 0) 8) 0) (9) 06) 055) 


AA. а LE ой ок (540) 
(3)-- (14) - (077) - (24) +(22) - (23) -3-200* 
Inlocuind în egalitatea scrisă, unghiurile compensate cu 

valorile lor măsurate si согес| Ие corespunzătoare şi notând : 

î+84746+ 1615134174 244 
На: (641) 
+23+22-3-200— (Opo -8 p) => 


obținem ecuația de condiție de orientări a cărei formă este : 


+% HV, ФУ, Ру Ку that 
қақ» Ку HV EV EV (642) 
Маған, HV ФУ ћу, фи; =0 
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Ecuația de condiţie de coordonate А 
Dacă la compensarea unei rețele де triangulafie s-au pus 
toate condiţiile Та afara celor de coordonate, se poate întâmpla 
să se ajungă la alte valori de coordonate faţă de cele cunoscute. 
Pentru stabilirea ecuaţiilor de condiţie de coordonate se 
alege un traseu sprijinit cu unul din capete pe umul din punctele 
си coordonatele cunoscute, iar са Май capăt pe alt punct cu 
coordonatele deasemenea cunoscute. i 
Та exemplul considerat plecând de la postal „Д 
pentru a ajunge la punctul “С”, se alege traseul ропста! 
АР,Р,Р,Р,С care cuprinde toate punctele a căror coordonate 
trebuie determinate. 
Ecuațiile de condiţie de coordonate sunt în număr de 
două, una pe axa absciselor şi una pe axa ordonatelor. А 
Folosind orientările şi laturile stabilite prin intermediul 
unghiurilor compensate abscisa punctului “С” сме dată de 
relația : 
хе = Xy + (Sap, ) COCO >, + Cnn) сона ) + (643) 
S) сове) 
Intrucát : А 
(да) = 0. +1+% = б, +V 
ад) =да 41-5, -v - 200* =б„ %ң-у, 


(857) = ee * v, md 


(бар) > San, Van, 


GEODEZIE 


204 RETELE GEODEZICE 


(6.44) 


în egalitatea lui “Xc” putem aplica formula cunoscută a 
dezvoltării în serie pentru o funcţie cu mai multe variabile şi 
obținem : 
хе = Хх, S, сове јр, +... + Spe совбу + 
1 
+6036 Ур, C088, суре 710% =y, M *(645) 
++ – Уа Wal 


Abscisa punctului “С” calculată cu elementele măsurate 
este : 


Xo7X,*S,,C088,, +... +з со50,. 6.46) 
Notám : 
Хр — хе =w, — neinchiderea punctului “С” pe “х” in 
milimetri 
Rezultă deci, egalitatea : 
1 
созбу, Fun COS ÉL суре ра Ос =y,- 


We -In Ws te — Yo ју ји, =0 


(6.47) 
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Pentru calculul corectülor v, Vp p ..., vp, procedám astfel : 
se calculează laturile AP,,P,P,...,P,C „aplicând teorema 
sinusului : 
_sina, 
-sinh 
pp =За5т ің 

зіп д sinb, 


5 


. sina,...sina, (6.48) 
BC TATUS AB 
47 sinA..sinb, 


S-a notat : 
&,,...,, — unghiurile opuse laturilor ce urmează a se 


determina din triunghiuri 
b,,.., b, — unghiurile opuse laturilor de plecare. 
Pe de altă parte putem scrie : 


PoE д (6.49) 


digx , dMinx. (6.50) 


M т. (651) 
x 
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х 
и: 6.5 
rte (652) 
sau: 
Ax = Alogx (6.53) 
M . 
M =0,4343 modulul logaritmilor naturali 
Pentru cazul nostru avem : 


AP, = 48. Мювета, +logAB-logsinh) (654) 


sau : 
_ AP, f diogsina, „| _dlogsinb, 
AB ( ня Aa, di Ab, (6.55) 
Considerând creşterile cu însăşi corectiile se poate serie : 
_ АР, (аовзпа, ^ diogsinh, 
Analog se stabileşte : 
PP | dlogsin dlogsin 
(6.57) 
dlogsinh | dlogsinb, 
ş.amd. 
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Revenind la unghiurile măsurate se pot utiliza notatile : 
diogsina, _ dlogsin 3) zd 

da, 40+3) = 

diogsina, _ dlogsin(18+19) _ " (658) 
EA м. a 
а, 4(18+19) 

Va = Vos3) =v +», 

(6.59) 


Va, = Уви = Vig t Vio 


Aceleaşi relaţii se determină şi pentru termenii în ^b". 


Cu aceste notații se poate scrie : 
AP, cos6, 
Cosa Var, +..-+ созбу = р 80 +»,)- 
P,P cos6, 
-dy MR 14, (v, %у,) нађу, - dv, — 


Р.С cost, 
-4%1(% вир san +и) + 4 + (6.60) 


o dig ng FT) av, — ds (s vj) 4:02] 


Ecuația de condiție pe axa absciselor ia forma : 
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(х. — xd, (у, %у,) + e — Xp, ave +... 


“Hote хр) +) - Qe х) — 


Ae —X& d, (У, жу))-..-(х. — X. Mya - 
B 
p* 


Гое — yv, - Ote Уһ) В. + (6.61) 
He у, ју + Ми, =0 
Analog ecuaţia de condiţie pe аха ordonatclor se scrie : 
(ус — Уа) (v; Y.) (Ye — Уд Mis isa +) - 


Ac -Ydy -We -Yr Yd- ме [xz —x,)v, - (6.62) 


— Xe = Xp, Vs + Нас а) + Mw, =0 


In ambele ecuaţii de corectii, termenii se ordonează 
după corecfiile ^v". 


Есиайа functiei de greutate 

Pentru a cunoaşte precizia cu care a fost determinată o 
latură a reţelei de triangulatie se calculează eroarea relativă a 
laturii celei mai puţin precise considerată de regulă la mijlocul 
rețelei. In acest scop, în afara ecuațiilor de condiţie arătate mai 
sus şi necesare pentru compensare зе mai formează o ecuaţie 
care se numeşte ecuaţia funcţiei de greutate. 

Arătăm modul de formare al acestei ecuaţii considerând 
din nou rețeaua gen lant de patrulatere din figura precedentă 
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„IE ce iii 7 


(fig.6.4) şi admitem că cea mai slabă determinare ar fi pentru 
Ре p У ecuația funcţiei de greutate cu referire la latura: 
РР, înseamnă a stabili mai întâi lungimea acesteia ca -— 
de mărimile date şi măsurate . In acest scop зо porneşte de а 
wma din laturile cunoscute, pe traseul cu un nu 
triunghiuri. Pomind de la latura AB avem : 


ябу Өзб) +09) "n 


ги зїп(@)зїл[(8) + 22181001) 


Та continuare, se stabileşte creșterea logaritmului laturii 
PP, prin dezvoltarea în serie a logaritmilor factorilor din 
Ұз 
expresia де mai sus: 


Alog BP, = d. у, + vj) - d,v, * dy – (6.64) 
7d, (5s *v,)*d, „б» o) dun 
Relaţia reprezintă ecuaţia funcţiei de greutate. 
ie ip ataşează la sistemul general de ecuații de 


ilor simultan cu 
itii gi rezolvă pe coloana ponderi а. 
== de vini normale.Va rezulta ponderea functiei de 


greutate Оу după relaţia : 
Qr =ит (6.65) 


= » numărul total de ecuaţii de condiție 
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Eroarea “m” de determinare a lungimii laturii, 
exprimată în unităţi de-al şaselea ordin zecimal al logaritmului 
se obține cu formula : 


т-т,/0, (6.66) 
în care : 


ту — eroarea medie а unui unghi obținut după compensare. 
Cum în general : 
m. mlogx 


тм (62) 


rezultă în cazul nostru, că eroarea relativă va fi dată de relaţia : 


та туби. (6.68; 
BP, M-10€ ~ 

Pentru а afla precizia си care au fost determinate 
azimutele sau coordonatele punctelor din reţea se procedează 
analog, respectiv pentru fiecare caz în parte, se determină în 
prealabil funcţia de greutate corespunzătoare. 


Formarea ecuaţiilor normale şi calculul corecfülor 


Din teoria măsurătorilor condiţionate rezultă că 
numărul total de condiții geometrice ce trebuie să le 
îndeplinească o rețea de triangulație, determină un număr 
corespunzător de ecuaţii de condiţii. 

Aceste ecuaţii, alcătuiesc sistemul ecuaţiilor de erori, a 
cărui formă generală este : 
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ам +a, * tay, +, =0 
by "ву, + "Ву, 49, =0 (669) 


ПАНА ДЕ АДА 


с T€ а: а 4 iom ài 
aceea că numărul тр. condiţie este mai mic decât 
numărul de necunoscute, adică : 


дең (6.70) 


Та cazul în care corectiile satisfac condiția : 

[vv] = minim (6.71) 
sistemul ecuaţiilor de corecfii, devine determinat si are 
forma : 

[aa)k, + Габи, + „Мат, +w, -0 
[bj +... +[brik, +w, =0 (6.72) 
i тИ, +», =0 


Prin rezolvarea sistemului ве obțin | corelatele 
КЕ, „К, cu ajutorul cărora se calculează сотесійе folosind 


relaţiile : 
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»=а& bk, erf Lim l, 2: (6.73) 
Calculul coordonatelor punctelor de triangulatie 


Caiculul complet al unei reţele de triangulatie se 
finalizează cu stabilirea valorilor care definesc poziţia în plan a 
punctelor ce formează rețeaua, deci cu calculul coordonatelor 
“x”, “у” al acestora. 

Pentru aceasta, după ce direcţiile măsurate au fost 
reduse în planul de proiecţie, iar unghiurile stabilite din 
direcţii, corectate (compensate) conform cu condiţiile 
geometrice ce trebuie să le îndeplinească rețeaua de 
triangulatie; se procedează la calculul orientărilor, laturilor şi în 
cele din urmă la calculul coordonatelor. 

Modul de calcul al elementelor arătate nu diferă de cel 
cunoscut în cadrul cursului de Topografie generală şi aplicat în 
reţele de triangulatie de ordin inferior. 

Dacă de exemplu, considerăm rețeaua de triangulatie de 
forma unui lanţ de patrulatere (fig6.4), cu privire Іа latura АР, 
putem scrie : 


да, =д + б) 


АВ . AL (6.74) 
АР, -— 
a. 3 inl « ВЛ 
şi cu acestea : 
хь, = х, + АР, совб,, (6.75) 


Yr, ту, + AP sin Ө, 
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Та mod analog зе procedează în continuare pentru 
calculul coordonatelor punctelor P,,P., P, . 


6.5.Stabilirea condiţiilor geometrice pentru 
rețele închise 


Considerăm reţeaua de triangulatie subordonată închisă 
(fig.6.5.). 


2 
Fig.6.5.Retea de triangulafie închisă 


Toate vizele din rețea sunt duble, iar punctele A, В, 
C,..., Е sunt date. 
Aplicând relațiile de calcul a condițiilor geometrice 
prezentate, anterior rezultă : 
> 10 ecuaţii de figură, 
> 3 ecuaţii de tur de orizont; 
> 6-1=5 ecuaţii de unghi fix; 
> 3 ecuații de poli; 
> (6-1)-2-3 ecuaţii de baze. 
TOTAL 24 ecuaţii 


GEODEZIE 


274 RETELE GEODEZICE 


Observaţii: 

In unele cazuri condiţiile de poli pot fi înlocuite cu cele 
de baze şi invers. 

In exemplul de mai sus în loc de trei condiţii de baze şi 
trei poli se pot lua, o condiţie de poli şi cinci de baze. 

La rețelele de trianguíatie închise, față de numărul 
ecuațiilor stabilit cu relaţiile prezentate anterior,se scad o 
ecuație unghiulară şi două ecuaţii de laturi „deoarece ar rezulta 
un surplus de ecuaţii care ar duce la o nedeterminare. 


6.6.Stabilirea ecuaţiilor de erori pentru o 
reţea dependentă 


Se presupune că la fiecare din rețelele luate în studiu 
punctele şi direcţiile sunt reprezentate în plan pentru un sistem 
de proiecţie oarecare, cilindric sau stereografic. 

Deasemenea ecuaţiile de condiţie se vor scrie pentr 
cazul în care compensarea se realizează pe unghiuri şi nu pe 
direcţii. 

Pentru scrierea ecuaţiilor de condiţie (ecuaţii de 
corectii) considerăm mai întâi cazul reţelei de triangulatie din 
fig.6.6. 

In acest caz vor exista ecuaţii de figură, de tur de 
orizont, de laturi, de baze şi de unghi fix: 


ғ-о-2р%4-20-2%7%4-10 


w,-Lh-p*l-13-741-7 
Ӯ, =1 
s——1-2p43-13-2*743-2 
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r=w фи, +3< 7+1+2-10 
т,-М,-12-і-і 
т-М,-і-2-із-і 


Fig 6.6.Retea de triangulatic dependentă 
Ecuațiile de figură: 

уђу ву фу фи =0 

WV, Y, EY, фид =0 

у фу +У, фу фи =0 
Y V ТУ FW, =0 
Vate tY + 85 =0 
у; Кур HY Тир =0 
ұтуы БУ +W =0 


în саге : 
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“w? se calculează ca o diferență dintre suma 
unghiurilor în triunghiurile menţionate mai sus şi 2008. 


Ecuația de punct central: 


у; HV, фу XV фи #0 
în саге: 


да А А хл 
W, =б+7+11+12+13—400* 
Ecuația de de unghi fix: 
LES ту и =0 
în care: 


m -1+8+9- (6 6,,) 
Ecuația de pol sau de laturi: 
da — ду + дати ау — div Кару — dovo two 0 
în care: 
pe 
va) 
E = Igsinsin 14sin 1бзіп110 
E = Igsin Ŝsin15sin17sinô 
ау - dy, +4, - div, dv, - dov, +d, v, - dov, фи, =0 


unde : 
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|. B 
= (-4) 
1 


Р, -sinisin3sinSsin? 


Р, = sin sin sin бзїп8 
Ecuația de baze: 


у, у, 
d v - dur +4, -dm P" P" pe =0 


а = АС -8) 
1 


P = ABsinTisină 
P, = BCsinlOsin? 
Formarea ecuaţiilor normale şi calculul corectiilor 


Din teoria măsurătorilor condiționate rezultă că, 
numărul total de condiții geometrice ce trebuie să le 
îndeplinească o reţea de triangulafie, determină un număr 
corespunzător de ecuaţii de condiţii. 

Aceste ecuaţii, alcătuiesc sistemul ecuațiilor de erori, a 
cărui formă generală este : 


ау +а,у, + Жа,” +W = 0 
by, Ба tt bat +, 0 
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ім Ly, eL + =0 6.7.Cazuri particulare de rețele de 
Punând condiţia de minim: = 
Cunoscute sub numele de încadrări de puncte geodezice 
[vy] = minim 


noi in elemente geodezice fixe, aceste cazuri particulare sunt 
frecvent întâlnite în rețelele de triangulatie existente . 

Ansamblul de puncte noi şi vechi cu direcţiile de 
legătură măsurate, formează o reţea de triangulatie simplă, саге 
зе rezolvă utilizând teoria măsurătorilor condiționate. 

Se vor analiza în cele ce urmează câteva cazuri de 
понент ораи л аца 
elemente geodezice fixe. 

Analiza constă | în stabilirea numărului de condiţii 
geometrice şi formarea ecuaţiilor de erori pentru fiecare caz în 


se obține sistemul normal de ecuaţii: 
Гаа], +[ађу, +...+ [aI]e,, м, -0 
[bb], >. ЦИ, +w, =0 


ІЛЕГЕ: 


Prin rezolvarea sistemului normal de ecuaţii rezultă 


corelatele k,,k,,.... Ju, , cu ajutorul cărora se calculează 
corecfiile: 


In rest, rezolvarea sistemului format din ecuatiile de 
стой, compensarea unghiurilor, calculul orientárilor, laturilor 37 
coordonatelor punctelor noi, reprezintá etape de calcul care nu 
nM M. HP jS qe E 


тақ bk, ++, #-1,2,-..20 - 


şi în final se calculează valoarea cea mai probabilă a 


unghiurilor: 6Л.йасайгагеа unui punct stationabil într-un 


unghi fix 


a. Punctul de încadrat stationabil : 

Fie unghiul fix ABC format din direcţiile fixe BA şi BC 
şi un punct stafionabil „ Р,” situat în interiorul acestui unghi. 
(fig.6.7). 


()-ізу, @=2+›,„, 2.00) - 204 v,, 


date în rețeaua formată de punctele 
A,B,C, P, sunt coordonatele punctelor A, B, С. 
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Fig.6.7.Incadrarea unui punct într-un unghi fix 


Elementele măsurate sunt unghiurile notate cu 1, 2, 
-..,6 (stabilite din direcţiile măsurate în fiecare punct de staţie), 
Se pune problema compensării unghiurilor obţinute din 
măsurători astfel încât acestea să satisfacă condiţiile 
geometrice. 

Pentru compensare se stabileşte numărul condițiilor 
geometrice, mai întâi, considerând rețeaua independentă, după 
care se adaugă condițiile ce sunt impuse de legătura cu 
punctele vechi ale acestei rețele. 

Rezultă : 


м-1-р+1<-5-4+1-2 


w,-0 
5=1-2р+3=5-8+3=0 


Той! r-o-2pt4-6-844-2 
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La condiţiile geometrice stabilite pentru rețele 
independente se adaugă condiţiile pentru reţele constrânse, care 
se prezintă sub forma: 


- nm -N,-1-2-1-1 ecuații de orientări (în cazul 


nostru de unghi fix) 
- n, -N,-1-2-1-1 ecuaţii de bază 


Conform cu numărul condițiilor geometrice stabilite, 
ecuaţiile de erori sunt : 


Уфу, ту +», =0 

у, жу; фу, +w, =0 

у, фу; +», =0 

dv, - dv, Фау, у +W, = 9 
în care : 


и, -1«243- 200 

м, -4+8+0- 2008 

и, =8+5 (Oge - дъ) 
ре, BCsinisină 

w === ов ———=——= 
М 7 ABsin3sinó 
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(6721 А 5 
6.7.2 Лисадгагеа unui punct nestationabil într-un d, ду, * d, уу + db - da sv, 7 do v, +W, =0 


unghi fix 
Acesta se deosebeste de precedentul 1 UM 2+3 

2 S prin aceea cá я Е j 
punctul „P, ” nu este stationabil şi în consecință unghiurile din — 
acest = ~ зе pot măsura.(fig.6.8). 

.. Aplicând relaţiile cunoscute ili 
condiţiilor geometrice „după cum -— и — 


ре sin 34 
w, ==——ов—=к—— ко 


M sin dsin(4+5) 


w» =д-р+1=2-3+1=0 

и, =0 

$-21-2p43-5-843-0 
т-М,-і-2-1-1 
n -N,-1-2-1-1 


C 6.13) Incadrarea unui punct într-un triunghi fix 


Fie triunghiul construit din punctele date А,В,С йип 
punct „ Р,” ce urmează а fi încadrat. (fig.6.9). 


Fig 6.8 Incadrarea unui punct nestationabil 
Fig 6.9.Incadrarea unui punct 


într-un triunghi închis 
Tn cazul în care punctul „Ро? este stationabil, unghiurile 
măsurate sunt în număr de 9, notate conform figurii (6.9). 


Pentru condiţiile stabilite se scriu ecuaţiile de erori: 


у; +», фи, =0 
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2. Dacă (inem seama de faptul că punctul „ Р,” se află în 
interiorul conturului poligonal închis ABC, numărul condițiilor 
geometrice ce trebuie să le îndeplinească rețeaua este: | 

w =}-p+1=6-4+i=3 

w,-1 

5-1-2р43-6-843-1 


Total r-o-2p*4-9-844-5 


la care se adaugă condițiile de orientári (unghii fix), di 

"€ unghi fix), ди 

scade o condiție unghiulară si 2 condiţii liniare : дер 
пр = №,-1=2 
n -N,-1-2-0 


Aceste condiţii conduc la următorul sistem de erori - 


У ћу фу + =0 
у, фу ғу; ћи; = 0 
У фу, фу, фи, = 0 
v фу, фу, фи =0 
У фу +», =0 
у, фу; фи, = 0 
dv, - d,v, *-d,v, —d;v, жа,» -d v, +W, =0 


Modul de calcul al termenilor liberi este analog 
prezentat în cazurile precedente. е -— 
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Problema poate fi tratată şi pentru cazul când, punctul 
„РР este nestaţionabil. Lipsind unghiurile de centru vor exista 
numai trei condiţii de unghi fix şi o condiţie de laturi sau де 
pol. 


6.7.4.Incadrarea unui lanţ de triunghiuri într-un 
unghi fix 


Fie unghiul fix ABC şi lanțul de triunghiuri АВРР,С 
cu punctele ce urmează a se determina „А " şi ,, P, ”. Pentru 
acest caz trebuie îndeplinite trei condiţii de figură, o condiție 
de unghi бх şi о condiţie de baze. (fig.6.10). 

Ecuațiile de erori corespunzătoare condițiilor 
geometrice au forma: 


мо 


с 


Fig.6.10.Incadrarea unei rețele într-un unghi fix 
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у фу, фу +», =0 
у, фу; фу; ти, =0 
у, фу, фу фи =0 


у, ћу ту фид = 0 
Ду - dy, +, у, +4, — dv, +», =0 
în саге : 
м =1+2+3–200% 
w, =4+5 +6200 
w, =7+8+9–200% 
и, = 2+8+8- (6, +0.) 
Ср”, BCsinisindsin7 
Sa EA 
M "ABsin3sinósin9 
Problema se trateazá similar pentru cazul cánd, punctele 
^D," şi „Р,” sunt nestaţionabile. 


Fig,6.11.Incadrarea a două patrulatere într-un unghi fix 


» Scriind ecuaţiile corespunzătoare se formează sistemul : 
vtn, tv ћути #0 
у фу фу, +», =0 
% ћир Ку Тур Ћи =0 
6.7.5.Incadrarea a două patrulatere într-un unghi fix мз Ps tg Wa =0 
y, bv фу фу Ки, =0 
Considerăm patrulaterele АВР,В şi ВСРР, situate în 
interiorul unghiului fix ABC. (fig.6.11). 

Ca şi în cazurile precedente determinăm numărul 
condiţiilor geometrice pe care trebuie să le îndeplinească 
rețeaua cu ajutorul relaţiilor cunoscute şi obținem : 

- б condiții de figură; 

- 2 condiţii de laturi; 

- 1 condiţie de unghi fix; 

- 1 condiţie de baze. 


МУ, EY БУР #0 

ми, фу, фу ти) =0 
ау - dv, * doy, - day, dv, — dv, dy, “фу tw, #0 
Ду, око tdi 2 + da Ааа уу Фок tW = 0 
d,v5 - dv, 4,9-4 to = 0 


în саге : 
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d Rs dom 
w, =8+10+11+12—200* 
А A A А 
w, <13+14+15+16- 2008 

», -3+4+5+6- 2008 
AS ® ж 
Ws = 11+12+13+14–200" 


w, =7+6+9+16–(брг 8,5) 


Ws ---4) 
1 


R= sin Îsin 3sin sin 7; Р,= sin 2sin Asin Gsin$ 


unde: 


unde: 
А, А, А, л ‚л. л. л. л 
P = sin9sin11sin 1361015; Р, = sinlOsin12sinl4sinl6 


р“ 1 BC sin Îsin 4віп 7 


Wg === - = = 
w^ 2 АВ віп свід 
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7.NIVELMENTUL GEODEZIC 


Nivelmentul geodezic se referă la determinarea înălțimii 
unor puncte, situate pe suprafața terestră, amplasate la distanțe 
mari unele de altele şi ca atare va lua în considerare 
neparalelismul între suprafețele de nivel, şi de asemenea 
corecţiile de sfericitate şi refracție. 

In funcţie de instrumentele utilizate іа determinarea 
diferenţelor de nivel, diferenţe cu ajutorul cărora se calculează 
înălțimile punctelor, nivelmentul geodezic se clasifică în: 
nivelment geometric, realizat cu ajutorul nivelelor, şi nivelment 
trigonometric realizat cu ajutorul teodolitelor . In acest capitol 
nu se vor face referiri la celelalte metode de determinare a 
altitudinii (cotelor) punctelor, precum nivelmentul barometric, 
nivelmentul hidrostatic etc. 

Inainte de a trece la tratarea efectivă a nivelmentului 
geodezic se va face o prezentare succintă a sistemelor de 
altitudini utilizate în geodezie. 


7.1.Sisteme de altitudini 


In funcție de suprafața de referință utilizată si 
semnificația geometrică sau fizică, prin care se descrie poziția 
punctelor pe suprafaţa terestră, sistemele de altitudini se 
clasifică în: 


> elipsoidale. 
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7.1.1.Sistemul de altitudini dinamice 


Altitudinea dinamică а unui punct (НО), noțiune 
introdusă de Нешеп іп 1873, reprezintă raportul dintre 
diferența de potenţial a două suprafeţe de nivel, la valoarea 
gravității normale pentru latitudinea de 45", raportată la 
elipsoidul de referință. 

Diferenţa de potenţial, luată cu semn schimbat, se referă 
ја o suprafaţă de nivel oarecare, care trece prin punctul „P” şi 
suprafața de nivel zero care trece prin punctul ,O" situat pe 
22084 Кејана de calcul se prezintă sub forma: 


P 
gh 37-09 6 ap 
Тао Aue Tue 
unde : 
Wo — potenţialul geoidului (Wo =6263686 13).10 252); 
Wp- potențialul suprafeței de nivel care trece prin 
punctul „P”. 


Diferenţa dintre -(W,-W,) зе numeşte 


suprafeței de nivel care trece prin punctul considerat şi 
potenţialul geoidului. 

Din punct de vedere dimensional altitudinile dinamice 
sunt exprimate în metri, însă ele nu au semnificația geometrică, 
de a reprezenta înălțimea de la o anumită suprafaţă la punctul 
considerat. 
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generală de împărțire а numerelor potențiale cu o valoare 
constantă aleasă în mod convenţional. 

Cotele dinamice se caracterizează printr-o proprietate 
deosebită şi anume: punctele situate pe o anumită suprafață 


de nivel au aceleaşi cote dinamice | 
Pentru două puncte „А” şi „B” diferența de nivel 
dinamică poate fi scrisă sub forma: 
AH? =нР но = (С,-С) (2) 


450 
sau ţinând seama de ecuaţia fundamentală se poate scrie: 
1 в 


AH ia = — | gdh аз 


Уе а 


Tn continuare relația зе poate transforma: 


T РА 
АН» |67, +у„)йй= jan | (74) 
Уе а A я Ум 
Efectuánd notatiile: 
B в 
Ан = [dh у dh (7.5) 
Я 4 
Bg. B = 
82 = [27а y 5 Tea (5) 
E 7» 
relatia 7.4 devine: 
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АНЫ = Mis +52, (77) 


unde: 

Ah, - diferența de nivel măsurată; 

õis- согесфа dinamică pe traseul AB, 

Sistemul de cote dinamice a stat la baza creării rețelei 
de nivelment din Europa de vest. 


7.1.2.Sistemul de altitudini ortometrice 


In cazul cotelor ortometrice suprafața de referință este 
Beoidul (noţiune introdusă de Listing în anul 1873), iar 


altitudinea ortometrică (/79*) este segmentul liniei de forță 
cuprins între poziția punctului „P” de pe suprafaţa terestră şi 
proiecția sa „Ро” pe geoid (fig.7.1). 


Fig.7.1. Suprafete de nivel 


Geoidul este o Suprafatà de nivel echipotentialá, care 
are proprietatea, cá in oricare din punctele sale, direcția liniilor 
de forţă este perpendiculară pe această suprafață . Tangenta la 
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linia de forță într-un punct „P” dă pleaca ri 
materializată de poziţia firului cu plumb. idul este " 
uzual = — dm а mărilor şi oceanelor prelungită 


Bp co oo 
poate scrie ecuaţia fundamentală: 
dW = g dh, а» 


i i i dintre 
Prin această ecuație se stabileşte dependența 
depărtarea „dh” şi diferența de potențial „dW” existentă între 
două suprafeţe de nivel infinit apropiate. 


Din relaţia (7.8) rezultă: 
PC d (19) 
g 
sau: e". я 
[ а--(“” (7.10) 
o L4] 8 
integrând se obţine: 
но = We Po) Се ga) 
7 ду Se 


Prin ,g,"s-a notat valoarea medie a gravitației in 
lungul liniei de forță. 
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In funcţie de (7.11) se poate spune cá altitudinea 
ortometric „НО зе obține prin împărțirea numărului 
geopotenţial la valoarea medie a gravităţii în lungul liniei de 
forță. 

După Moldoveanu [13] valoarea medic a gravitátii este 
dată de relația: 

Er = 8, 10.0424Н, 4 (7.12) 


unde: 
B» — valoarea gravității măsurată la nivelul punctului „P”. 


7.1.2.1.Neparalelismul suprafeţelor de nivel 


In cadrul nivelmentului geometric s-a admis ipoteza că 
suprafeţele de nivel sunt concentrice şi paralele între ele. Dacă 
acest lucru este posibil pentru zone restrânse, nu mai este 
posibil pentru zone mari, din domeniul Geodeziei. Este 
Cunoscut, că atât suprafaţa de nivel zero (geoidul) cât şi 
suprafețele de nivel gravitaționale au forma convenţională de 
elipsoid. Suprafeţele acestor elipsoizi nu sunt paralele, după 
cum se va vedea în continuare. 


W+Aw 


Fig.7.2.Secțiune prin două suprafețe de nivel 
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Deoarece suprafețele de nivel sunt suprafețe 
echipotentiale, diferența de potențial dintre două suprafețe de 
nivel este о mărime constantă. Rezultă că, creşterea de 
potențial (de lucru mecanic) nu depinde de drumul parcurs 
pentru trecerea unui punct de pe o suprafață de nivel pe alta, 

Considerând două suprafețe de nivel gravitaționale 
patens A ES A s m esc a pani ен 
reprezentând direcțiile verticalelor (fig.7.2), atunci lungimile 
та armare атти AA'= h şi BB'= h' le considerăm 
rectilinii, deşi în realitate sunt uşor curbilinii. 

Utilizând lucru mecanic al forței de greutate, pentru о 
masă unitară, se poate afirma, că aceasta nu depinde de drum 
atunci când ne deplasăm din punctul „A” în punctul В”. Astfel 
se poate scrie: 


e E (7.13) 


Tan 7 Бим t Law 


Lar = Lg + Lgs 


Având în vedere cá lucrul mecanic (creşterea de 
potential) este egal cu intensitatea forței înmulțită cu deplasarea 
şi că pe o suprafaţă de nivel este nul, rezultă: 


Гай Блу =0 
Lia 20 Lg =gh 
S-a notat cu „g” şi g' intensitatea forţei de greutate în 
punctele „А” si , B^, iar cu „h” şi В” depărtările dintre cele două 
suprafeţe de nivel în dreptul punctelor anterior menţionate. 


(7.14) 
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dW=-gh = 


Cum însă intensititile forțelor de greutate sunt diferite 


în puncte diferite, deci 898 rezultă că şi hz pr. 


Din măsurătorile gravimetrice se cunoaşte cá ,g" 


varíazá cu latitudinea. şi considerând vitàfii 
normale stabilită de Clairaut are tend. dg ии 


7 y, (1 зіп? A sin? 227) (7.17) 


unde: 
Ye- gravitatea normală la ecuator, 


Yo- gravitatea normală în punctul de latitudi "s 
Ф - latitudinea într-un punct oarecare; т? 


P- turti 
У к. не. gravimetrică (f*), care se calculează, după 


већ 


ра (7.18) 


unde: 
Yp- gravitatea normală la -- 
a - turtirea elipsoidului (а = gh 
a 


a, b — semiaxa mare şi respectiv mică a elipsoidului. 
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(7.19) 


Observatie: In capitolul de Geodezie elipsoidalá pentru 
latitudinea geodezică s-a utilizat notația „B”, iar pentru turtirea 
elipsoidului notația „Р". 

Gravitatea normală dă valori care se referă la suprafața 
elipsoidului de rotaţie ales. 

Pentru a calcula mărimea ,g" а gravităţii normale la 
anumite înălțimi „H” de la elipsoid - înălțime luată pe direcția 
normalei la suprafața acestuia în punctul respectiv, se aplică 
relaţia: 


s-au ca) 


- gradientul vertical al gravitátii normale, 


T 


“а, 0848 gal/km); 


- E AMAN deasupra elipsoidului. 

Semnul minus al gradientului vertical al gravității arată 
că la o creştere a înălțimii „Н” deasupra elipsoidului, corectia 
va fi negativă, adică la о mărire а distanței de centrul de 
greutate al Pământului gravitatea scade. 

Valorile gravităţii normale sunt diferite în funcţie de 
elipsoidul de referință considerat, astfel pentru elipsoidul 
internaţional 1967, avem: 


в/-978,0318456 gal ; 
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П __ мате = 


rg, = (У +А®)8з (721) 


8,7983,2177279 gal 


Deoarece , cánd mergem pe suprafaía geoidului (sau pe 
altă suprafaţă de nivel gravitaţională) de la ecuator ја 
gravitatea normală „g” creşte, rezultă că valoarea depărtării 
dintre cele două suprafeţe de nivel уа descreşte. 
Suprafețele de nivel gravitaționale sunt mai apropiate 
între ele la pol decât la ecuator. Creşterea relativă a gravităţii 
normale fiind de aproximativ 5 7. „când „у” creşte de la 00 la 
90" , rezultă o descrestere tot де 5 7. а depărtării „h”. 

Cum depărtările „h” considerate faţă de suprafaţa de 
referință reprezintă tocmai cotele ortometrice, rezultă cá o 
suprafaţă de nivel oarecare are la ecuator cota ortometricá egală 
cu 1000 m, aceeaşi suprafaţă va avea la pol cota ortometrică 
egală cu 995 m. 

Se observă o deosebire netă privind modul de stabilire a 
cotelor опотегісе, în comparație cu сеје cunoscute la 
Topografie, când suprafeţele de nivele se considerau plane sau 
sferice. 

Intrucât nivelmetrele realizează linii de viză într-un plan 
orizontal, se impune introducerea unor согесји pentru a realiza 
trecerea de la mărimile măsurate după plane orizoniale paralele 
la mărimi corespunzătoare suprafețelor de nivel elipsoidale şi 
перагајеје. 

Presupunem cá se execută un nivelment geometric între 
două puncte „A” şi „B” pentru a se stabili diferenţa de nivel 
dintre aceste puncte. 

Considerând traseul mai sus menţionat împărțit іп 
niveleurile 12,23,..., iar diferențele de nivel corespunzătoare 
notate са Az,,, Az,,..., respectiv lecturile înapoi notate cu „г? şi 
cu „v” lecturile înainte pe miră, pentru cazul primului niveleu 
se poate scrie: 


Fig.7.3 Drumuirea de nivelment 


notat » si аг” intensitatea forței de greutate în 
«1 ma e lecturile pe mirele verticale 


1 şi 2, îar си ги“ i i à Е 
е Ада puncte. Dezvoltând relaţia de mai sus obținem: 


- 2 
Аг,8,- 78 УБ: (7.22) 
sau adunând şi scăzând ,rg7" obținem: 


Ang, < T8, - 83 182 +78 (123) 


de unde: _ 
Мы=@-У)+г (8-82) (124) 


2 
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_———————— 


Hamos- altitudinea medie; 

Ag- diferenţa de latitudine; 

Prea” latitudinea medie; 

B - coeficient ce indică turtirea gravimetricá. 
Corectia ortometricá este negativă când se merge 
spre pol şi pozitivă in caz contrar. In practică se aplică pe 
tronsoane de nivelment convenabil alese. 

Relaţia practică utilizată pentru calculul corecfiei 
ortometrice (5% ), dată de [13], se prezintă sub forma: 


In relația (7.24) termenul "ES reprezintă Е 


ce irebuie aplicată diferenţei lecturilor ретй pentru i 
diferența de nivel ortometrică între arena Aonig 
Ре întregul traseu avem: | 


Azm = У, У-и) Fw 
| ім in 


B 2- ана g.— 
ба XE Dan, и % ог" Yo H, (729) 


o o o 


sau notând >. — у) = Ahap, diferenţa de nivel între 


punctele „А” si „B”, rezultată din măsurători si consi 
17 constat ud кон: ori şi considerând că 


unde: 
à qo-valoarea gravitàiii normale la latitudinea de 45°, 
Аа = Уда Ана ry Еа (726) Е Zs- valorile medii ale pravităţii de-a lungul liniilor 
| За de forță ce trec prin punctele „A” si ,B"; 


Ha şi Hp- valorile aproximative ale cotelor punctelor 
„Ая ,B*; 
Aag — diferența de nivel măsurată. 


Mai simplu: 


Ар = Аль ісі (727) 


Corecfía „с”, care se aplică diferenței de ni i i 

B д АСЫ 'erentei di á 7.1.3.Sistemul de altitudini normale 

С P diferentei de nivel ы шамы 
cu а 

ша Noţiunea de altitudine normală a fost introdusă în anul 


1945 de M.S.Molodenski, în scopul de-a elimina dezavantajul 


а--8Н | 20 Ap (7.28) votelor ortometrice, provenit din: 
näe: > raportarea la suprafața ondulată а geoidului; 
ше: > utilizarea gravităţii medii în lungul liniei de forță. 
GEODEZIE 
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In acest scop se renunță la suprafața geoidului ca 
suprafaţă de referință şi se introduce o suprafață teoretică 
apropiată de geoid, care nu are ondulafii si care se numeşte 
cvasigeoid sau cogeoid.In al doilea rând se propune utilizarea 
câmpului gravităţii normale în locul câmpului gravității. 

Cvasigeoidul este suprafaţa de nivel astfel construită 
încât segmentul de normală la elipsoid este egal cu anomalia 
altitudinii. 


Fig.7.4. Sistemul de altitudini ortometrice şi normale 


Altitudinea normală se notează cu НУ (fig.7.4) şi se 


obține prin împărțirea numărului geopotential la o valoare 
medie a gravităţii normale: 


(7.30) 


A 
1 
ча 


unde: 
y -valoarea medie a accelerației normale a gravităţii în 
Tungul normalei la elipsoid 
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i i i ia cele 

Trecerea de la diferențele de nivel másurate 
normale se face prin aplicarea corecjilor normale. Aceste 
согесји se obțin din corectüle ortometrice, prin înlocuirea 
gravititii medii cu gravitatea normală medie în lungul liniei de 
forţă şi a altitudinii cu altitudinea normală: | 


2 g- ZT pooh (731 
o DE аль 2н; hui qan 


A (2 


După Dima [7], cotele normale se obțin prin corectarea 
rezultatelor nivelmentului geometric cu aşa numita corecție 
normală : 

С =G 6; %с, (7.32) 


unde: cei trei termeni corectivi au semnificația: 


ат АН sin! р „ (733) 


Se observă că termenul corectiv „сї” este însăşi 
vorecţia ortometrică sferoidică si este datorat neparalelismului 
de nivel. | | А 
Termenul corectiv ,,c2" este datorat reliefului terenului; 
{н terenurile de şes пи se ia în considerație pentru că 


Termenul c; este datorat structurii neuniforme a scoarței 
joresire în zona în care se fac măsurătorile. In acest termen 
Worectiv intră anomalia medie a forţei de gravitate (в - YYa $i 
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în lucrări speciale să se utilizeze o singură suprafaţă de 
referință — elipsoidul de rotaţie. 

Cotele elipsoidale sunt date de înălțimile punctelor, 
luate pe normala la elipsoid, de la punctele situate pe suprafața 
terestră până la proiecția acestora pe elipsoid. 

Expresiile de calcul sunt date de relația : 
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intensitatea medie teoretică ym a acestei forte, valorile lor 
obținându-se prin măsurători gravimetrice. 
De menţionat faptul ca rețeaua nivelmentului de stat din 
fara noastră este exprimată în cote normale. 
Formula recomandată, de instrucţiunile în vi, 
қ воаге , 
pentru trecerea de la diferenţele de nivel măsurate la diferenţe 


de altitudini normale este: 
HE = НО +М„; HE =Н + (135) 


unde: НЕ -cota elipsoidală a punctului “Р” ; 

N — ondulatia geoidului- înălțimea (pe venticală) a 
geoidului faţă de elipsoid ; 

C -anomaliile altitudinilor, înălțimea cvasigeoidului față 
de elipsoid. 


Hy -HY = Ah rE Dmae Ap, (0. 2 Pad as (7.34) 
Упади 22 
unde: 


A Умее valoarea accelerației gravității normale la 
еи medie calculată pentru latitudinea medie a celor 
louă puncte între care se execută măsurătorii П 
нА orile de nivelment 
Каде, valoarea medie a anomaliilor accelerației 
greutăţii corespunzătoare celor două puncte; 
Ya>Yp ~ valorile normale ale accelerației gravitàtii 
pentru proiecţiile pe elipsoid a celor două puncte. 


72.Nivelmentul geometric geodezic 
7.2.1. Consideraţii generale 


Baza aitimetricá a ridicărilor topografice în vederea 
intocmirii planurilor topografice la diferite scării, o formează 
гфеаца nivelitică de stat. 

Nivelmentul geometric de stat cuprinde reţelele de 
nivelment geometric de ord. I — IV şi nivelmentul de intravilan, 
саге se caracterizează printr-o înaltă precizie. 

Reţeaua de nivelment de ord. I cuprinde liniile de 
С mivelment, care se leagă cu liniile de nivelment similar al 
юг vecine , legând punctele fundamentale altimetrice. 


7.1.4. Sisteme de altitudini elipsoidale 


Revenind la suprafeţele de referință f 
sedes anterioare, reiterhm, сй psi титана se 
planimetricá a punctelor suprafața de referinţă este elipsoi 
iar pentru altitudini geoidul. Рани 

Pentru а nu avea două suprafeţe de referință 
una pentru planimetrie şi alta pentru altimetric, este necesar ca 
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Reţeaua de ord. (fig.4.5) formează poligoane închise 
cu lungimi de 1200-1500 km ce se dezvoltă, în general, în 
lungul căilor ferate. 

Drumuirile de nivelment de ord.l se execută pe 
tronsoane dus — întors, astfel ca fiecare diferență de nivel pe 
tronson să rezulte ca media a 8 valori. Se admite la 1 km де 
drumuire o eroare medie pătratică întâmplătoare n = + 0.5 mm 
şi una sistematică de o = + 0.05 mm; toleranța pentru eroarea 
medie pătratică este de T = + 2 mm а. 

Reţeaua de ord.ll se compune din liniile nivelitice 
sprijinite pe puncte de nivelment de ord. I, formând poligoane 
cu perimetrul de 500 — 600 km. 

Reţeaua de ord.II se desfăşoară în lungul căilor ferate, 
şoselelor, fluviilor şi râurilor mari şi se execută dus-întors cu 
medii din 4 valori. Toleranta totală admisă este de T = + 5 mm 
А бы , iar eroarea sistematică trebuie să fie mai mică de + 0.2 


mm/ km. 

Reţeaua de ord.III se dezvoltă în interiorul poligoanelor 
de ord. şi П aşa încât să formeze poligoane sau traverse cu 
perimetre de 150-200 km, recomandându-se ca într-un poligon 
de ord II să existe 6-9 poligoane de ord. Ш. 

Reţeaua de ord Ш se execută dus-întors, cu medii de 4 
valori cu o precizie care să asigure obținerea unei neînchideri 
în poligon închis sau drumuiri cu două capete, care să nu 
depăşească toleranța totată T = + 10 mm Аы)» 

Reţeaua de ord.IV îndeseşte rețeaua de ога.ї, П si ПІ, 
са se dezvoltă astfel încât să formeze poligoane închise cu 
perimetrul de 100 km sau traverse având lungimi de 100 sau 50 
km, 
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MU iii 


Neagră zero 1975”, cu punctul fundamental plasat în capela 
militară Constanţa. 


( 7.2:2.Compensarea reţelelor de nivelment prin metoda 
măsurătorilor condiționate 


Metoda observaţiilor condiţionate utilizată la rezolvarea 
reţelelor de nivelment este cunoscută sub denumirea de metoda 
poligoanelor, întrucât numărul condițiilor geometrice este dat 
de numărul poligoanelor reale şi fictive existente în rețea. 

Numărul total de condiţii geometrice „г", într-o rețea de 
nivelment se stabileşte cu relația: 


тяп+пу =n № 1 (7.36) 
unde: 
пре numărul poligoanelor reale; 
npr- numărul poligoanelor fictive; 
Ny- numărul punctelor vechi. 


Metoda observaţiilor condiționate este mai avantajoasă 
decât metoda observaţiilor indirecte, în cazul când, numărul 
punctelor noi este mai mare decât numărul condițiilor 
geometrice. 

Metoda observaţiilor condiţionate se aplică la rețelele 
nivelitice independente sau dependente ce aparțin ord I şi П. 

Fie spre exemplu rețeaua nivelitică independentă 
formată din poligoanele închise 1, II, III, IV (fig. 7.5. ). 

Introducem notatiile: 

ћу, hz, ... hs - diferenţele de nivel măsurate; 

(ho, (ho, ... (һе) - diferenţele de nivel probabile; 
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4, va — Vs - согесіШе probabile ale diferenţelor di 
nivel másurate; ° 

5, Sp, ... Ss - lungimile traverselor ce formează сеје 
patru poligoane închise; 

Pi, Р2,... Ps ~ ponderile mărimilor măsurate. 


| Conform relaţiei (7.36) se calculează numărul 
condițiilor geometrice : 


к=п„+М,-1=4+1-1=4 (137) 


— 


Fig.7.5.Reţea де nivelment neconstrânsă 


- Dacá se respectă sensul de creştere а declivitátiilor, 
indicat pe figură prin săgeți, atunci în baza unui sens general de 
parcurgere (sensul orar), pot fi formate condiţiile : 


(hi) - (h4) +(ћ;)=0 
-(h,)+ (hb, )+(ћ, )=0 


-(ћ, )+ (В, )+(,)=0 
7(h,) - (ћ,)+(ћ,)=0 


(7.38) 
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dar: 

(h)-h + v, 

ха 


а, )= +% (739) 


şi astfel cele patru condiţii geometrice conduc la patru 
ecuaţii de согесш de forma: 


мм у #0, p 
м + мм ФУ, +з, = 0; р, 


7. 
му + у + ма +, = 6; р, e 
ма + Y. V + м, = 0; Pa 
unde: 
w, = h- h, +h, 
w, = - th, +h, 
w = ћрећ, +h, (7.41) 
w, = hh, -hs 
se numesc neînchideri nivelitice. 


pi – ponderile tronsoanelor de uivelment 


Pentru nivelmentul geometric ponderea unui tronson 
este dată de inversul lungimii traseului : 


Bo 1=1,2,..,8 


(7.42) 


| 
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Sistemul de corectii obținut este nedeterminat gi prin 
aplicarea condiţiei [руу] = minim,poate fi transformat într-un 
sistem determinat , de forma: 


Iz Mee len 


[ee [ete «| oot na (143) 
p р р 


[Eh [th + 1<0 
Р р 


ЕЕ 
Р 


Coeficientii ecuaţiilor normale se pot calcula conform 
considerafillor teoretice prezentate іп $4.3.5, sau se pot 
exprima, Та mod direct, în funcţie de lungimea traseelor de 
nivelment. 

Pentru aceasta, se pleacă de la matricea coeficienţilor 
corespunzătoare sistemului ecuațiilor de согесји: 


1 2 3 45678 


10 0-11000 
-11 0 00100 
0-11 00010 
0 0-11000-1 


(7.44) 


ыз з а 
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|| за за „aaa. Ші 
P] h р, Р hil 
X X 
=S, +8, +$, = 8, — perimetru primului poligon 


ші ab 4,2 ЛИИ =-$, 
PL Һ A b Ps 


E 
р 


B h р Ps 
АЕ за, nts 
Р в р р P 
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сє, сус, сус, се 1 1 1 
1 р-22 a E ++ 
по Ph B m oL LX 
5, 5, 5, 


=S, +S, +8, = Say — perimetrul poligonului ІП 
re sc, үч. 5 
Р 


[о] за „бб БА Ва 1. 1 
Р р D h P; £03 X "T 
S $ 5 


—S8 +8,+8 = 8, -—perimetrul poligonului II 


в |_за ұра бе + „ба =s, 
p PhP Ph В Ps 


[ee] te за +..+®Ф@—0 
в Њ B Р, 
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Р P р Ps 
Lj ы; ad, 44-1, Lala 
а Ph b m m t 
$ 5, 5, 


=S; +8, +S; = S, — perimetru poligonului IV 


(7.45) 


ға). - 51 secțiunea comună poligoanelor 1-11 
Р 
pae. 0 ii i; 

secțiunea comună poligoanelor 1-Ш 
P 


ml 54 secțiunea comună poligoanelor 1-ГУ 
P 


Cu acești coeficienți sistemul ecuațiilor normale 


are o formă simplă şi poate fi scris direct după schița traseelor, 


Sk, - Sk,- 0k, - Sk, + w, = 0 
Sk, + S"k,- Sk, -0k, + w, = 0 
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= + > =0 
0k, - Sk, + "ks -Sk +, — 
= вук - Ok, -Sk, + Sk, + w, = 0 
Rezolvánd acest sistem obținem corelatele Ка, Ко, ks, k4, 
cu ajutorul cărora determinăm corectiile, folosind relaţiile: 


» = 2-6% bk, нед, +44,),1=12,.,8 (747) 
i 


Tinând seama de valoarea coeficienţilor ecuaţiilor de 
corectii se obține: 
у,-5,(-к,) 


v, 7S 4) dá 


vy 7 S,Ck,). 
Corecţiile diferențelor de nivel date de (7.48) pot fi 
scrise direct folosind urmátoarele reguli: 
> согесфа unei diferente de nivel măsurată pe o secțiune 
interioară reţelei, este dată de lungimea secțiunii 
înmulțită cu diferența dintre corelatele poligoanelor 
adiacente (sensul diferenței coincide cu sensul general 
de scriere a condiţiilor); 
> согесйа unei diferenţe de nivel măsurată pe o secțiune 
de contur a rețelei este dată de lungimea secțiunii 
înmulțită cu corelata poligonului din care face parte 


secțiunea. 
Diferenţele de nivel compensate se obțin după relaţia: 
(h)-h v, ,і-1,2,...8 (7.49) 
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Eroarea medie pătratică a unităţii de ponderi se 
calculează cu formula: 


= Ірі (7.50) 
F 


т- nr. ecuațiilor de condiție 


După obținerea diferenței de nivel compensate se 
calculează cotele punctelor nodale (pornind de la un punct de 
cotă cunoscută, sau luat arbitrar) şi apoi cotele punctelor de pe 

Compensarea reţelelor de nivelment va fi tratată şi 
pentru cazul rețelelor de nivelment dependente , rețele care 
contin două sau mai multe puncte de cote cunoscute. 

Fie spre exemplu rețeaua niveliticá formată din 4 
poligoane închise şi 2 puncte „A”, „B” ale căror cote sunt 
cunoscute (fig.7.6.).Acest caz corespunde rețelelor nivelitice de 
ord Па Ш. Dacă traseul de nivelment ce se sprijină pe 
punctele date „A”, „B” se consideră închis după traseul 
imaginar reprezentat punctat formând poligonul „V”, atunci 
ecuaţiile de corectii se prezintă sub forma: 


unde: 


М —® ти #0 
Va Уд УЫ EV ТИ =0 
Vie 7 Vag Vas БУ +W #0 

Yis 7 Ys — 95 +», #0 


7.51 
Ура — Va, tW; =0 та) 
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Fig. 7.6.Reţea dependentă de nivelment 


Conform figurii se poate scrie direct sistemul ecuaţiilor 
normale: 

S'K, - $,K, -0K,- 5,К, ОК, + w, = 0 

-S,K, + SK, -S,K, - OK, -S,K, +w, = 0 

ОК, -S,K, + S"K,- S,K,- S,K, + w, = 0 (7.52) 

- SK, -0К, -S,K, + S"K,-S,K, + м, = 0 

-0K, - $,K, - S4K, - OK, - S'K,--w, - 0 


unde lungimea poligonului fictiv , V" este: 
S'- S, 4S, 51 w,-H,—-H, hy, —h,,(7.53) 
Din relaţia (7.52) se observă că sistemul 


ecuaţiilor normale poate fi scris direct de pe schița 
reţelei. Indiferent de configurația sa, fiecărui poligon 
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(real sau fictiv) îi corespunde o ecuaţie normală 
constituită din: 
> coeficientul corelatei de ре diagonala 
principală, căruia îi corespunde lungimea (în 
km) a perimetrului poligonului considerat; 
> coeficienții corelatelor poligoanelor adiacente, 
care sunt egali cu lungimea laturilor adiacente, 
luaţi cu semn schimbat; 
> corelatele poligoanelor adiacente, reale sau 
fictive; 
> termenul liber, egal cu neînchiderea în poligon. 

In afară de metodele prezentate, compensarea rețelelor 
de nivelment geometric de ordinul III şi IV se poate realiza 
prin metoda aproximaţiiior succesive. 

In principiu, metoda constă în exprimarea corelatelor 
poligoanelor(k;) în funcţie de neînchiderea diferențelor de nivel 
(уп), raportate la perimetrele poligoanelor Si plus corecţiile А, . 

Prin introducerea acestor expresii în sistemul initial al 
corelatelor se obține un nou sistem normal de corelete Ж cu 


neînchiderile w,.După care se exprimă k; în funcţie de и; 
raportate la perimetrele poligoanelor S' plus согесіШе k, 


s.a.m.d., operaţiunile se repetă până când neînchiderile 
diferențelor de nivel pe poligoane tind spre zero.Prezentarea în 
detaliu a metodei se regăseşte în [7]. 
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7.2.3. Compensarea reţelelor de nivelment prin metoda 
măsurătorilor indirecte 


О rețea де nivelment geometric este alcătuită din 
reperele de nivelment între care se efectuează măsurători în 
vederea determinării diferenţelor de nivel si a lungimii traseelor 
pe care se efectuează observaţiile. 

Pentru a se efectua calculele de compensare, trebuie să 
se cunoscă sau să se determine: 

- Diferenţele de nivel măsurate Ah; prin metoda 
nivelmentului geometric şi reduse unitar la unul din sistemele 
de altitudini cunoscut (funcţie de cerințele lucrării), 

- Lungimile traseelor urmate pentru determinarea 
diferenţelor de nivel se determină concomitent cu efectuarea 
observaţiilor şi ele sunt necesare pentru determinarea ponderilor 
măsurătorilor. Pentru unele rețele poate fi considerat ca element 
de calcul al ponderii numărul staţiilor efectuate pentru 
determinarea diferenţei de nivel dintre două repere; 

- Altitudinea (Н) a unuia sau a mai multor repere de 
nivelment din rețeaua considerată, 

- Informații cu privire la matricea ponderilor observațiilor 
necesare la construirea modelului functional-stochastic . 

Pentru o prelucrare prin metoda observaţiilor indirecte 
este necesar ca numărul măsurătorilor să fie mai mare decât 
numărul necunoscutelor implicate în modei. 

Această metodă de compensare mai poartă numele de 
metoda nodurilor deoarece ecuaţiile corecțiilor se scriu în jurul 
fiecărui punct nou, denumit şi nod. Metoda se utilizează, în 
general, la nivelmentul de ord. III şi IV. Se tratează analog cu 
metoda planimetrică a variaţiei coordonatelor şi s-ar putea 
numi са atare şi metoda variației altitudinilor. 
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Pentru prelucrare se vor deduce corectii pentru 
măsurători şi respectiv pentru altitudinile provizorii: 


(Ah) - A +, 0.54) 
(H,) - H2 ds, 


Ecuațiile corectiilor au forme diferite în funcţie de tipul 
punctelor între care se scriu şi anume: 

> între două puncte vechi nu se execută о nouă 
măsurătoare directă, fără puncte intermediare Aceasta 
se observă şi pe figura 7.6. de care se va tine seama la 
deducerea formulelor folosite în prelucrare. 

> între un punct vechi „А“ şi un punct nou „1” se poate 
scrie: 


H+ Ah, -- v4, = Но dx, (7.55) 
de unde rezultă: 


Ум = дк + Hi- (Ha AM). =dxit la (7.56) 


14 


> Intre două puncte noi: 


НО хак + АБО фу, = НО +, (7.57) 


de unde rezultă: 
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Уа = dx, +, +H, — (Ну + Айр) = -dx, + de, 1 (7.58) 


т? 


Considerând reţeaua neconstrânsă din figura 7.5., іп 
care se cunoaşte cota punctului „A”, se măsoară diferenţele de 
nivel între puncte, pe baza cărora se determină cotele provizorii 
ale punctelor nodale 1,2,3 şi 4. 

Pentru scrierea ecuaţiilor де согес se introduc 
пога е: 

> (Hi), (H2), (На), (Ни) — cotele cele mai probabile ale 
punctelor nodale; 

> HjH3,H?,H; - cotele aproximative ale punctelor 
nodale; 

> фа, Фо, бхз, dx, — согесийе probabile ale cotelor 
aproximative; 

> hi, hu... һа— diferenţele de nivel măsurate. 

Conform acestor notații se poate scrie: 
(А) = Н, у +&, 


(H,)= Н; жа, (7.59) 


(H,) =H} dx, 

Cotele provizorii se obțin pornind de la cota 
cunoscută a punctului „A”, adunând algebric (în funcţie se 
sensul de creştere а declivitátii), pe diferite trasee, diferențele 
de nivel măsurate. 

СА 


4 м9 
Шан 9% (7.60) 


H; =H, +h, 
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Ecuațiile согес ог se pot stabili cu uşurinţă, direct de 
pe figură, în jurul fiecărui nod, ţinând seama de ecuațiile 
stabilite anterior, şi de faptul că pentru fiecare diferență de 
nivel măsurată între nodurle existente se va scrie o ecuaţie de 
corectii. 

Ecuațiile corectiilor pentru reţeaua de nivelment 
neconstránsá (fig 7.5 ) se prezentată sub forma: 


Ум =+ dx, На» Pa 

Viz = -dx, dx, +125 Pia 

Vu = -dx, dx, lu, Pa 

Yu = -dx, 4dx, +1, Ра (1.61) 
Va = -dx, Tx, FL, 5 Ва 

Vy = -dx, dx, * aa , Ри 

Ум = *dx, +1, Ра 

Уд + "ах, + las Ра 


în care: 
la = Hiph, Н, 
la =H; tha -Hp 


із =H; thg Ha (762) 


Sistemul de erori se rezolvă după metoda măsurătorilor 
indirecte de precizii diferite, punând condiția [pvv] = minim. 
Se obține sistemul ecuaţiilor normale: 
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Граајах, + [pab]dx, +Грасјах, +[pad]dx, + pal] = 0 
[pba]dx, + [pbb]dx, --[pbc]dx, --[pbd]dx, -[pbl] = 0 
[pca]dx, + Грсбјах, + [pec]dx, +[рса]ах, +Грей = 0 
[pda]dx, + [pdb]dx, + Грдедх, - [pdd]dx, +[ра] = 0 
(7.63) 


Coeficienţii necunoscutelor şi termenii liberi se obțin 
conform metodologiei prezentată în $4.3.3. 

O scriere directă a ecuaţiilor normale se realizează în 
funcţie de ponderile ecuaţiilor, astfel, pentru prima ecuaţie 
normală se poate sctie: 


n 


с------- 
(Pai Pia * Bi ) Фа ^ py х, - рак, + 


—ÁMÀ— 
+ (Ра Та = Pra Рз ls) = 0 


(7.64) 


Se observă că sistemul ecuaţiilor normale poate fi 
format de pe schiţa reţelei, indiferent de complexitatea sa, 
fiecărui punct nou corespunzându-i o ecuație normală 
constituită din următorii termeni: 

> coeficientul necunoscutei de pe diagonala principală 

„Ро, corespunzător nodului „Г, pentru care se scrie 
ecuaţia, este egal cu suma ponderilor liniilor care 
converg în nodul menţionat ; 

> în ecuație mai intervin  necunoscutele 

corespunzătoare nodurilor cu care punctul „i” este 
în legătură cu coeficienţii respectivi egali cu — pi; ; 

> termenul liber , notat în continuare cu „E”, este 

format dintr-o sumă de produse, între ponderi şi 
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termenii liberi ai ecuațiilor de erori scrise pentru 

punctul „i”, în care semnul plus se ia pentru liniile 

care intră în punct „iar semnul minus pentru liniile 

care pleacă din punct. 

In acest fel ecuaţia normală , pentru rețeaua 
considerată se prezintă sub forma: 


P dx, -Piz dx, -р dx, +L #0 

р» dx, + Р, dx, - ра dx,-pudx,*L, = 0 (765) 
Ф Фо -Pa х, +P, dx, +L, = 0 
- Pa dx; +P, dx, + 1, = 0 


Prin rezolvarea sistemului cu una din metodele 
cunoscute de la teoria de prelucrare a mărimilor geodezice, se 
obţin corectiile : dxi, Яхо,.. dxa, cu ajutorul cărora se calculează 
valorile probabile ale cotelor: 

(H,) - H, dx, 
Н,)- H, +dx, 
= Ндк, (7.66) 
(H,)- H; + dx, 


Eroarea medie pătratică se calculează cu formula: 
m= um (1.67) 
n-k 


în care: 
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n — numărul ecuaţiilor de erori ( în cazul exemplului 
considerat п= 8); 

k — numărul de necunoscute се se calculează ( în cazul 
exemplului considerat К-4). 


7.3.Nivelmentul trigonometric geodezic 


Nivelmentul trigonometric se utilizează la determinarea 
altitudinii punctelor rețelelor geodezice, în rețele geodezice 
tridimensionale pentru determinarea altitudinilor elipsoidale şi 
în Geodezia fizică pentru determinarea deviatiei verticalei şi a 
ondulafiei geoidului. 

Problema principală la determinarea altitudinilor prin 
nivelment trigonometric o constituie efectul refracției 
atmosferice verticale si a sfericităţii. Refractia verticală 
influenteazá valoarea unghiurilor zenitale măsurate şi implicit 
si a diferenţelor de nivel determinate. De asemenea, sfericitatea 
influențează diferenţele de nivel, determinate între două puncte. 

De la cursul de Topografie se cunoaşte că valoarea 
corectiei totale de sfericitate şi refracție se calculează cu relaţia: 


С- 4-8), (7.68) 
2R 
unde: 
k- coeficientul de refracție (Іс-0--0.26, pentru 
latitudinea В=0° +90°); 
R- raza medie de curbură а sectiunilor eliptice ce trec 
prin punctele „P;” şi „Ру”: 
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на pag (7.69) 
2 
Valoarea celor două raze de curbură se calculează cu 
relaţia: 
MN, 
=—— (7.70) 
R N, cos? А, +M; sin А, 
unde: 


Aij - azimutul secțiunii normale ; | 
Mi si „Ме razele principale de curbură ale elipsoidului 


de referință. . 
La studierea fenomenului de refractie. de multe ori, 


suprafața geoidului se înlocuieşte cu suprafața sferei medii 
Gauss de rază К= УММ, fără introducerea unor erori 
superioare celor generate de acceptarea altor aproximaţii. 


7.3.1.Вейгасйа atmosferică verticală 


Dacă se consideră punctele „РР şi „Р) în care s-au 
efectuat observaţii unghiulare verticale, care au fost corectate 
cu componentele deviaţiei verticale pe direcţia celor două 
puncte (v.$1.11.3.), datorită fenomenului refracției atmosferice 


verticale se măsoară distanțele zenitale e sic, în locul 
valorilor reale 6,576, (fig.7.7). Conform figurii se poate 
scrie: 


бу=бу+вр Ca Cu Py (2.71) 
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unde: 
Ру Si p, ~ unghiurile de refracție între cele două puncte 


Fig.7.7. Refractia terestră verticală 
. Unghiul „г format de tangentele din punctele „Р, si 
„В se numeşte unghiul refracției totale a cărui expresie de 
calcul este dată de relația: 
Ty = 200-[200-(p, + p,)l=p, * P, (7.72) 


„Notând cu „I "curbura variabilă a razei de lumină , 
refracția totală poate fi determinată teoretic cu relația: 


7, = [га (7.73) 


unde: 
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ds- elementul de arc al arcului РР). 

Relaţia (7.3) este пита! teoretic aplicabilă, pentru că 
aceasta ar necesita măsurători de temperatură şi presiune din 
punct în punct , în lungul razei de lumină, care, evident sunt 
posibile numai teoretic. 

In practică, având în vedere că lungimea vizelor la 
nivelmentul trigonometric este de până la 7km, se acceptă o 
valoare constantă a curburii razei de lumină, ceea ce înseamnă 
că arcul de curbură dintre cele două puncte poate fi aproximat 
cu un arc de cerc Іп baza acestei aproximări se poate scrie: 


T, 
pp pup (7.74) 


De asemenea, ca urmare a aproximării acceptate , raze 
de curbură devine constantă. In urma integrării relației (7.3) 
rezultă: 


t, T BP, (1.75) 


O altă aproximaţie acceptată este aceea de a înlocui 
lungimea arcului din relaţia de mai sus „си distanța de pe 
elipsoidul de referinţă „sj”. 

Asimilând elipsoidul cu sfera de rază medie Gauss se 
poate înlocui lungimea arcului de cerc cu raza medie 
deinmultitá cu unghiul la centru şi astfel relaţia (7.5) devine: 


т, = TR,o, = ће, -ko, (7.76) 


unde: 
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Ка — valoarea medie a razelor de curbură în cele două 
puncte între care se determină diferența de nivel; 

R,— raza de curbură а razei де lumină după care se fac 
observaţiile zenitale. 

k - coeficient de proportionalitate denumit şi coeficient 
de refracție: 


R 
k= 7.77 
R (7.77) 


Din relaţiile (7.74) si (7.76) rezultă expresia de calcul a 
valorii unghiului de refracție: 


а, 
p-k— (7.78) 
2 
Din triunghiul OP;P; (fig.7.7) se poate deduce cá: 
200 — (£?  p,) = 200—-[o, 4 (200 - (£5 + p,)] 
VU 5 ыы (7.79) 
к-а,%(6,%р,) 
sau: 
(6) + pp) =200+0, - (£5 +P) (7.80) 
sau ~ 
p, * p, =200+0, - (1 +) (7.81) 
EL cm 


% 


Inlocuind valoarea expresiei (7.81) în relaţia (7. 76) si 
efectuând calculele se obține coeficientul de refracție „k”: 
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200-63 +65) 

Фу 

Refractia atmosferică este о funcţie periodică, 
dependentă de mai mulți factori, dintre care се! mai important 
este temperatura atmosferei. Acest factor face ca refracția 
atmosferică terestră să fie o consecință directă a încălzirii 
solului. 

In variația diurnă (24 ore) a refracției verticale se 
remarcă o caracteristică de stabilitate între orele 10 şi 15, 
perioadă în care se recomandă să se execute măsurătirile 
geodezice zenitale. 

Pentru lucrările curente se acceptă coeficientul de 
refractie(calculat de Gauss) k-013, valoare utilizată şi іп 
staţiile totale pentru calculul corectiilor fizice, iar pentru {ага 
noastră coeficientul adoptat este k =0.14. 

Pentru a diminua efectul refracției atmosferice este 
indicat, să se măsoare ambele distanţe zenitale, pe cât posibil 
simultan (observaţii zenitale reciproce şi simultne) 


5-1 (732) 


7.3.2.Nivelmentul trigonometric geodezic reciproc $i 
simultan 


Pentru a stabili relaţia de calcul a diferenţei de nivel 
dintre punctele , P;" şi , Pj", trebuie luat în considerare sistemul 
de altitudini în care va fi utilizată diferența. 

In cazul sistemelor de altitudini ce au ca suprafaţa de 
referință geoidul, nu este necesară aplicarea согес ог de 
reducere a observaţiilor zenitale la normala la elipsoid, iar in 
cazul altitudinilor elipsoidale зе aplică aceste corectii. 
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Cu aceste precizări şi într-un caz şi în altul se parcurg 
etapele: 
> se măsoară unghiurile zenitale С. 5447; 
> se determină distanța dintre punctele P; şi Pj , din 
coordonate; 
> se acceptă urmatoarele ipoteze simplificatoare: 

- se consideră observaţiile executate la sol 
(Г-5і-і;-;), urmând ca acestea să se introducă în 
formulele finale; 

- se neglijează опаша Ше geoidului şi деман е de Іа 
verticală a normalei la elipsoid; 

- se asimilează distanța calculată din coordonate cu 
distanța redusă la geoid. 

Pentru a calcula diferența de nivel dintre pinctele „P;” şi 
„Ву, în triunghiul РРО (fig 7.8.) se poate aplica teorema 
sinusului sau a tangentei.Prin aplicarea teoremei tangentei se 
obține: 


pp (7.83) 


Asimilând triunghiul P;P;O cu triunghiul ABC, se pot 
face , în continuare, asimilările: 
4200 -(£, * p) 
В- 200! - (4) +р,) 
C-a, 


Li 


a=R+H, si b=R+H, 


(7.84) 
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Fig.7.8. Nivelmentul trigonometric 
Inlocuind (7.84) in (7.83) se obtine: 


"m ЖЕР гаш (7.85) 


2 2 2R«H,*H, 


de unde rezultă: 


Ca mrga J (7.86) 


Н,-Н, = Ah, - QR H, +H jig — 


Deoarece „су“ este un unghi mic (pentru lungimea 
laturilor de triangulatie de 30 km, (30^), se poate asimila 
valoarea funcției cu valoarea argumentului: 


O, о, 
ig—-—. 7.87, 
977 (7.87) 
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Inlocuind relaţiile (7.87) şi (7.88) în (7.86) se obține 


următoarea relație de calcul: 
ы м 4 

Ah, ра Hay ia n (7.89) 

în саге : 
H? +H? 
ca в (1.90) 

unde: H? si H? sunt altitudinile aproximative ale celor două 
puncte determinate de pe hartă. 


Dacă se ia în considerare înălțimile instrumentelor din 
cele două puncte (L, 1) şi înălțimile semnalelor (S; S; ) 
diferența de nivel trebuie corectată cu: 

> (1-5) pentru punctul „Ру, (pentru a determina Ahi); 
> (4-6) pentru punctul „Ру”, (pentru a determina АН); 
întrucât Аћу=- Аһ; media celor două corecfii va fi: 


1,-1, — 
Ісі, 575 (791) 
2 2 
Cu aceasta diferenţa de nivel trigonometric reciproc şi 
simultan este dată de relația: 
Hi. 4,-б, 1-і, 8-85, 
Ah, = БҚ уа 245—434 73534 7.92, 
Ж а RE 2 2 2 092) 
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7.3.3. Nivelmentul trigonometric geodezic unilateral 


In practică , de regulă, se fac пиша! observaţii 
unghiulare verticale unilaterale, situaţii când refracția 
atmosferică are о contribuție semnificativă, fapt pentru care se 
va tine seama de aceasta. 

Dacă din relația (7.80) se extrage valoarea pentru 
distanța zenitală „О se obține: 


(2 -200- (6 +2р-а;) (7.93) 


Prin introducerea rel. (7.93): în (7.89) şi ținând seama 
de rel. (7.81), (7.82) se obţine: 


~N 
( Ah 200* -6y -2p a, -6, Е 
aes ca к 2 

N 2005 – 229 -204- 
ра Нас 26 nnm) 


А ущ, 


- 
но. 200° -(277 -[200* (£j +6) +0] t 0) 
ір A s= 
R 


H’ k-1 
-D'ü t^g 8000-6 Баси а 


=р(1+ 


не 1-4 nsi 
=> Dr de, == и) 


Dacă зе dezvoltă în serie Taylor cotangenta din relația 
de mai sus se poate scrie: 
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l-k l-k Фу 
ову ай ш. МЕТА (7.95) 
In rel. (7.95) se înlocuieşte „оу" cu DYR, şi astfel, 
formula de calcul a diferenţei de nivel, în cazul nivelmentului 
trigonometric unilateral se prezintă sub forma: 


Hi 1-k 
Ah, = D'(1--—)etgt! +———— D"«1,-8, (7.96 
d ( qn 2Rsin^ C, pod (740) 


7.3.4Metode de realizare a nivelmentului trigonometric 


In cazul nivelmentului trigonometric unilateral se 
aplică: 
> metoda intersecţiei înainte; 
> metoda intersecţiei înapoi; 
> metoda drumuirii de nivelment geodezic etc. 
Metoda intersecţiei înainte -сопвій în măsurarea 
distanțlor zenitale (unghiurilor zenitale) de la punctele 
cunoscute spre punctul a cărui cotă dorim să o determinăm. 


A B 


D АС 


Fig.7.9 Metoda intersecţiei înainte 
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Considerând cunoscute cotele punctelor A,B,C,D, 
(fig.7.9.) se determină diferenţele de nivel spre punctul „P” cu 
relaţia (7.96.). Cota punctului „Р” se determină cu relaţia: 


Ri =H,+Ahp, î=4,B.C,D (197) 


Valoarea cea mai probabilă a cotei punctului nou зе 
determină cu relația: 


PA + PH? +Р.НС + НР 


(7.98) 
PP PP, 


(H,)= 
în care: 
Pa, Рв, Pc, Pp — ponderile cotelor,care se determină cu 
relațiile: 
1 
p-—- і-4,В,С,) 7.99 
p (7.99) 
Hi, i= A, B, C, D - cota punctului „P” determinate din 
punctele vechi. 
Metoda intersecţiei înapoi — constă in măsurarea 
unghiurilor zenitale (distanțelor zenitale) c, = р, В,С, D,in 
punctul a cărei cotă dorim să o determinăm spre punctele de 


cotă cunoscută. Pe baza observaţiilor efectuate se calculează 
diferențele de nivel cu rel.(7.96) şi apoi cota punctului „Р”: 


Hi =Н,-Аһ; і=А,В,С,р (7.100) 


Cota се mai probabilă a punctului „Р” se determină ca 
şi în cazul intersecţiei înainte (rel.7.98.). 
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Drumuirea de nivelment geodezic — este formată 
dintr-un traseu de nivelment unilateral sprijinit la capete pe 
puncte de cote cunoscute (На şi Hp), traseu care trece prin 
punctele rețelei de шапошайе а căror cote dorim să le 
determinăm, Diferenţele de nivel dintre puncte se calculează cu 
relaţii de forma (7.96), iar neinchiderea pe cote se stabileşte cu: 


PARE (9,9) «Т (10) 


unde: 


T = 0.204 [а] [m] (7.102) 
în care : distanțele se exprimă în „km”, iar toleranța іп „m”, 


Corectia de neînchidere unitară se calculează cu relaţia: 
Ci (7.103) 


Eroarea de neinchidere pe cote se repartizeazá 
diferenţelor de nivel măsurate, proportional cu distantele dintre 
puncte denmulfite cu eroarea unitară, luată cu semn schimbat: 


(Ап) = Mi, +4 Си (7.104) 


unde: 
(А) - diferenţele de nivel compensate; 


Ah, - diferentele de nivel másurate; 

C? - corecţia unitară ; 

dj — distanţele aferente diferențelor de nivel măsurate. 
Cu diferentele de nivel compensate se calculează cotele 
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definitive ale punctelor: 
H, =H, НА (7.105) 


Cu referire la precizia cotelor, obținute prin nivelment 
trigonometric, trebuie reamintit că, datorită ipotezelor 
simplificatoare introduse în modelul funcţional stochastic, 
aceasta este mai mică decât în cazul nivelmentului geometric 
geodezic. 

Metoda nivelmentului trigonometric geodezic esie 
indicată în cazul determinării cotelor rețelelor de triangulație în 
regiunile de deal şi munte. 


GEODEZIE 


338 АМЕХЕ 
АМЕХЕ 
RELATII MATEMATICE UTILIZATE FRECVENT IN 
GEODEZIE 
1. Serii 


Seriile au о mare importanță în calculele geodezice. Cu 
ajutorul lor, multe formule complexe se reduc la forme simple 
ce pot fi utilizate cu uşurinţă în calcule . 

Formulele iniţiale pentru dezvoltarea în serie sunt: 


Seria Taylor 


/(х)= fs +һ)= = f(%)+ 
ал) 


Seria Mac-Laurin 


по) л) а) rO rO 
(12) 


in care: f(0), 7(0), f" (0)... sunt valorile funcţiilor ЛХ). 29, 
70... pentru cazul х=0. 

Formulele (L1) şi (1.2) pot fi folosite cu condiţia ca 
funcţia f(x) şi toate derivatele succesive să fie finite şi continue 
pentru toate valorile variabile în intervalul discutat. 
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Folosind formulele Mac — Laurin si Taylor obtinem 
următoarele serii particulare care sunt folosite pe larg în 


geodezia superioară: 


Serii trigonometrice 


2 
sin(x, + В) = sinx, + hcosx, 


2 


b 
-7a 


3 


r 009% + 


3 


А ћ 
cos(x, +1) = соз Ху – hsinx, — qo D х + 


Sin x, 
(ова thy th ant 
cos! x, cos Xy 

1 COS X, 

сико +.) = сің, - h—; A. 
sin? xy зїп? x, 


h? cos! xo +3sin? LM 
3 соғх, 


h? sin? x, +3соз? х 


Funcţiile trigonometrice ale unghiurilor mici 


Dacă argumentul x este exprimat în fracțiuni de rază, 


atunci: 

ФФ. е 
зтх -x-— +——- 
6 120 
a" # 
совх<1---+--- 
2 24 
риза Е 
15 
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1 x д 2 1 " 
cigx2—————-———— 14 ---1-х+-»+х- 
er x 3 S 945 т 1+х 
x^ 5° а. 1 а 4 
=1+—+—— 1+х=1+—х-— --# sai 
sec x = 1+ u- A ~ 5 та jos 
h x we 1 1. За. | 35 4 
I — ---#1--х3+-х-гю+-х- 
coser E Мах 2 8 16 18 
1 е 2 3 4 
Dacă x este exprimat în secunde de arc, atunci avem: (а) =1-2х+3х -4х +5х —.. 
TUN Wn ха Кэ ишк ЖЕЛИ (1.7) 
ови | : 8 а 
"я =“ =1+ Lx +— + 
cosx' =l- rtr a (15) pe 2 8 16 
2p" 24р 
ше x? 2x" Seriile logaritmice (|кісі ) 
р" Зр" 15р" 


1.1 1 
п £x)» £ix-2x? tat -—x^ +... 
ел uio Е 


Descompunerea binomului (1+х)" (КТ) 


Тоза + х) = шах) = р Éx? кар Ваза 
= m(m-1) , т(т-1)т-2) , 2 3 4 
(1+х) ят E +... (18) 
1-2 1-2-3 (L6) 4 
Piisi (m -1)-(т-п-41) x^ Diferentiala unei functii de mai multe variabile scalare 
1.2-3-..n 
су 
Dând lui “m” diferite valori, obținem: df = Уа i (1.9) 


unde: 
2 - derivatele parţiale ale funcției f(xi, ха,...„Ха); 


dx; - diferentialele mărimilor scalare 
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in cazul când argumentele funcţiei sunt funcții de alte 
variabile independente f(xi(t), x2(t)... xa(t)), atunci se poate 
definii derivata totală a funcţiei “f”: 


df s Uf dx 
а Ха 4 > 


In caz particular, pentru 2-Қх, у(х)) se obține: 


d Wd dă 
dx & дух 


Operatorii diferentiali: 


Operatorul Hamilton (operatorul gradient): 


09 0 8 д 
Vs Lem |=| — 512... Қ! 
В &, 3 (4 ux 2 ша 


Operatorul Laplace: 
г ё e п 02 

AV? == У 113 
гадаа La 619 
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П. Formule din trigonometria sferică 
A. Formule de bazá ale trigonometriei sferice 
Notaţii: 
A, B, C - unghiurile triunghiului sferic ABC din fig. Il. 


A 


c a 


Fig.II.1 Triunghi sferic 


a, b, c - laturile triunghiului sferic ABC opuse 
unghiurilor A, B, C şi exprimate în valori unghiulare. 


1. Formula sinusurilor. laturile triunghiurilor sferice 
sunt proporţionale cu sinusurile unghiurilor opuse: 


sina _ sinb _ sinc 
sinA sinB sinC 


(1.1) 


2. Formula cosinusului unei laturi а triunghiului 
sferic. Cosinusul unei laturi a triunghiului sferic este 
egal cu produsul cosinusurilor celorlalte două laturi 
adunat cu produsul sinusurilor acelorași laturi şi a 
cosinusului unghiului dintre ele. 
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cos a = cos b соз с + sin b sin с cos А 
cos b = соз с соз а + sinc sin а cos B. (1.2) 
cos с = cos a cos b + sina sin b cos С 


3. Formula cosinusului unui unghi al triunghiului 
sferic. Cosinusul unui unghi al triunghiului sferic 
este egal cu produsul cosinusurilor celorlalte două 
unghiuri cu semn schimbat, adunat cu produsul 
sinusurilor aceloraşi unghiuri şi a cosinusul laturii 
dintre ele. (Formulele transformate polar ale 
formulelor 11.2) 


cos A = - cos B cos C + sin B sin C cosa 
cos b = - cos С cos A + sin С sin A cosb (1.3) 
cos c =- cos A cos B + sin A sin B сов с 


4. Formula produsului sinusului unei laturi си 
cosinusul unghiului | adiacent(formula celor cinci 
elemente). 

Produsul sinusului unei laturi cu cosinusul unghiului 
adiacent este egal cu produsul cosinusurilor laturii opuse 
acestui unghi prin sinusul celei de-a treia laturi, din care se 
scade produsul sinusului laturii opuse prin cosinusul celei de-a 
treia $1 cu cosinusul unghiului dintre ele: 


sin a cos B = cos b sin с- sin b cos с cos А 
sin a cos C = соз с sin b — sin с cos b cos А 


зіп b cos С = cos с sin a – sin c cosa cos B 
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sin b cos A = cos a sin с — sin a cos с cos B (r4) 
sin c cos A = cosa sin b — sin a cos b cos C 
sin c cos B — cos b sin a — sin b cos a cos C 
5 Formula produsului sinusului | unghiului си 
cosinusul unei laturi adiacente. Produsul sinusului 
unui unghi prin cosinusul laturii adiacente, este egal 
cu produsul cosinusului opus acelei laturi prin 
sinusul celui de-al treilea unghi, adunat cu produsul 
sinusului unghiului opus cu cosinusul celui de-al 
treilea unghi şi cu cosinusul laturii dintre ele. 
(Transformatele polare ale formulelor 11.4). 
sin A cos b = cos B sin C + sin B cos C cosa 
sin A cos с = cos C sin В + sin C cos В сова 
sin B cos c = cos C sin A + sin C cos A cosb 
sin B cos a = cos A sin С + sin А cos C cos b (ILS) 


sin C cosa — cos Азт B + sin A cos B cosc 


sin C cos b = cos B sin A + sin B cos A сов с 


6. Formula cotangentelor (formula celor pairu 
elemente alăturate). 
Produsul cotangentei unei laturi prin sinusul laturii 
alăturate este egal cu produsul dintre cosinusul 
celei de-a doua laturi prin cosinusul unghiului 
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cuprins între ele, adunat cu produsul dintre sinusul 
aceluiaşi unghi şi cotangenta unghiului opus primei 
laturi. 


ctg а sin b = cos b cos C + sin С ctg A 
ctg a sin с = cos c cos В + sin В сір A 
ctg b sin с = cos с cos А + sin А ctg B. (IL6) 
сір b sina = cosa cos С + sin C ctg B 
ctg с sin a = cos a cos B + sin B ctg С 
ctg c sin b = cos b cos А + sin А сір C 


B. Reguli pentru rezolvarea unui triunghi 
sferic dreptunghic. 


Fie un triunghi sferic ABC, fig.II 2, în care unghiul 
А=90°, iar latura “а” este ipotenuza. 

La rezolvarea acestui triunghi vom conveni: 

a) În locul catetelor „b” şi „с“ vom considera în calcule 
complementele lor până la 90", adică 90"-ђ si 90°-с. 

b) Unghiul drept ^A" nu-l vom lua în considerare. 

Atunci, triunghiurile dreptunghiulare pot fi 
rezolvate după următoarele reguli: 

1. Cosinusul unui element din triunghiul sferic 

dreptunghic este egal cu produsul sinusurilor 


elementelor opuse. În conformitate cu această 
regulă vom avea: 


cos a = cos b cos c 
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cos B = cos b sin C 
cos С = cos csin В (1.7) 
sin b = sin a sin В 
sinc sin a sin C 
2. Cosinusul unui element este egal cu produsul 
cotangentelor elementelor alăturate. Pe baza acestei reguli vom 
avea: 
cos a = ctg В ctg C 
cos B = ctgatg c 
cos C = ctg a cotg b (11.8) 
sin b = tgc ctg C 
sinc = tg b ctg В 


C. Formulele pentru rezolvarea triunghiurilor sferice cu 
unghiuri ascuţite 
і Pentru rezolvarea triunghiurilor sferice cu unghiuri 
ascuţite, pe lângă formulele de bază arătate mai sus, se mai 
folosesc în anumite cazuri şi următoarele formule: 


1. Formulele în funcţie de semiperimetru. 
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"mi sin( p — b)sinl p - c 
Sin Sa 
2 sinbsinc 


" sin(p— c)sin( p- а) 
ро е таа 


2 sinc sina 


(оаа 5) 


dac - 
sinasinb 


2 


B sin рзтр- b) 
айр 

2 sinc sina 

€ sin psi p-e 
COS — = aj 

2 sina sinb 


Е) 


Il 
ud: © sin(p-a) 
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(1.9) 


M 98 
къ sin(p —5) 
Еш 

2 эй(р-с) 


. Teorema tangentelor 


sinp 
a-b A-B 
LIEN 2—— 
===> (11.10) 
a+b A+B 
а de 
2 2 


2. Formula sinusului jumătăţii excesului sferic 


в _ vsin psin(p- a)sin(p –Б)зицр -c шї) 


b 
2сов4 cos сов С 
2 2 


3. Formulele sinusului şi cosinusului semisumei şi 
semidiferentei unghiului triunghiului sferic: 
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+В аш , 
sin = 2 о 
2 с 
cos 
2 
a-b 
PT =” 2 m 
c 2 
2 sin — 
2 
A+B сна с 
cos = 2_sin— 
2 cost 2 
2 
А-В Раш 
cos я 2 м2 
sin — 
4, Analogiile lui Nepper. 
a-b 
cos + 
шыта МЕ 
2 ай та 
2 
A-B LM 
fa atta 
2 
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ПІ NOTIUNI DE MATRICI 


> Matrice pătrată. Matricea “А” este o matrice pătrată dacă 
numărul coloanelor este egal cu numărul liniilor şi este egal cu 
dimensiunea matricei; dim(colA) = dim(linA) = dim( A) 

> Matrice simetrică. O matricea simetrică “S” este o matrice 
pătrată pentru саге sy = s; cu ij = l.dim "S", unde cu s; s-a 
notat un element al matricei aflat pe linia "i" si coloana “j”. 

> Matrice antisimetrică. Matricea “A” este antisimetrică dacă 
este o matrice pătrată pentru care ау = -ap си і) = L.., 
dim“ A» şi iz j. 

> Matrice diagonală. Matricea “A” este o matrice diagonală 
dacă ea este pătrată şi dacă elementele ei îndeplinesc 
condiția a, = 0 pentru i > j. 

> Matrice unitate. “I” este o matrice unitate dacă ea este о 
matrice diagonală pentru care ij —1 pentru i = L,...dim"T". 

> Matricea superior (inferior) triunghiulară este matricea 
pătrată pentru care toate elementele de deasupra (dedesubtul) 
diagonalei principale sunt egale cu zero. 

> O matrice pozitiv definită “A” este o matrice pătrată pentru 
care forma pătratică а Аа este un număr pozitiv pentru orice 
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> O matrice ortogonală “А” este matricea reală pentru саге toți 
vectorii coloană (linie) satisfac următoarele egalități: 
5 0 pentru і + J a 
'7 (I pentrui= j 


> Urma wnei matrice pătrate este numărul carte rezultă din 
adunarea elementelor de pe diagonala matricei: 
вика) 


urma(A)= У а, (111.2) 
iet 


Se poate arăta cá pentru o matrice pozitiv definită ^A" 
există relația: а Аа = urma(aa'A) şi cá pentru două 
matrici “A” şi “B” există relația urma(AB) - urma(BA) 
dacă cele două produse există. 
У Determinantul unei matrice, Fiecárei matrice pătrate îi este 
asociat un număr real numit determinant, notat det(A), ce poate 
fi obţinut cu relația: 


дека) = [ [af ^; а = a, (suma celor dim(A) pivoti) 
апз) 


> Matrice singulară, O matrice “А” este nesingulară, dacă şi 
numai dacă det(A) +0, în caz contrar ea fiind o matrice 
singulară. O matrice pozitiv definită este întotdeauna o 
matrice nesingulară. 
Rangul unei matrice. Rangul unei matrice rang(A), este dat de 

е nomárul. linilor sau coloanelor liniar independente. Dacă 
pentru о matrice pătrată “A” rangul acestei matrice este mai 
mic decât dimensiunea ei atunci se spune că matricea “A” are 
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defect de rang, defectul fiind dat de relația: d = dim(4) - 
rang(A). 
> matrice cu defect de rang este o matrice singulară, 
> Matrice inversă. Dacă există matricea pătrată “B” astfel încât 
produsul dintre ea şi o matrice pătrată nesingulară “A” să fie 
egal cu matricea unitate (ВА = Г) atunci ea se numeşte inversa 
matricei “A” şi se notează cu А“, 
- Orice matrice nesingulară pătrată are una şi numai o 
singură inversă. Există totuşi şi pentru matrice pătrate 
singulare inverse de un anumit tip, numite inverse 
generalizate. 
-Inversa unei matrice simetrice este tot o matrice 
simetrică. 
- Inversa unei matrice diagonale nesingulare este tot 
о matrice diagonală, elementele acesteia fiind 
obținute prin inversarea elementelor de pe diagonala 
matricei initiale: (ав (а) —diag(a;"). 
- Pentru o matrice pătrată ortogonalá inversa este egală cu 
transpusa matricei: К = R", 
> Trauspusa unei matrici Transpusa matricei “A”, notată cu 
AT, se obţine din matricea iniţială prin schimbarea liniilor în 
coloane, astfel că linia “I” din “A” devine coloana “j” din 
A. 
> Minorul. Minorul elementului аң, al unei matrice pătrate de 
dimensiuni “n”, 


n”, este determinantul de ordinul n-1 ataşat 


submatricei obținute prin eliminarea liniei “i” şi coloanei 
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1.6,2.Вауа de curbură a primului vertical “N” 
1.6.3.Raza de curbură a unei secţiuni normale 
1.6.4.Raza medie de curbură "Ва". 
1.7.Lungimea arcului de meridian. 
1.3. Lungiraca arcului de paralel 
1.9.Secţiuni normale pe elipsoi 
1.10.Linia geodezică. 
1.10.1.Pozitía 

Ы Күл рес ta ср 
1.1.Ведисетса observaţiilor geodezice pe suprafața clipsoidului de 
referinţă ... 

111. 1.Reducerca. observați azimutale. 
1.11.1.1.Corecția datorată altitudinii punctului 
1.11.1.2,Corecţia datorată deviaţiei verticalei..... 
1.11.2.Reducerea determinărilor astronomice pe elipsoidul de. 
referință... 

111211. Reducerea coordonatelor astronomice. 
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1.11.22. Reducerea azimutelor astronomice... 

1.11. 3. Reducerca observațiilor zenitale la normala Іа elipsoid 

1.11.4. Reducerea distanțelor pe elipsoid. .... 5 
1.11.4.1 Roducerca bazelor geodezice măsurate cu firul de .. 

invar... - 

4,2 Reducerea laturilor măsurate cu aparate clectronice. 

1.11.5.Corecţia de centrare si reducere... 

2.REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR GEODEZICE PE... 

SUPRAFATA ELIPSOIDULUI DE REFERINTA. 


4.3.2.2Calcului cocficicafilor ecuațiilor normale. 
ARAUCA i като de cci orale pra 
metoda Gauss-Doolittle.... 
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4.3.4.3.Coeficientul de pondere al unei funcții de mărimi. 


4.3.5.Măsurători condiţionate де precizii diferite.. 
4.3.5.1.Rezolvarea matriceală a măsurătorilor condiționate de 
precizii diferite... 
4.3.6.Măsurători indirecte supuse la сопаци 
4.3.6.1.Rezolvarea matriceală а măsurătorilor indirecte 


5.2.1.5спегеа ecuaţiilor de corecţii 
5.2.2 Intersecţia multiplă înainte ... 
5.2.2, 1. Scrierea sistemului ecuaţiilor de corectii 

.2.2.2. Rezolvarca sistemului ecuaţiilor de corecţii... 
5.2.2.3. Transformarea sistemelor de ecuații în sisteme, 
echivalente (Regulile lui Schreiber)... 


5.2.3 Intersecţia multiplă înapoi.. 
5.2.4 Intersecţii combinate... 
5.2.5. Controlul rezolvării 
5.2.6.Exemple de calcul... 
6.REZOLVAREA RETELELOR DE TRIANGULATIE PRIN 
METODA MASURATORILOR CONDITIONATE. 
6.1.Consideratii generale... 
6.2. Stabilirea numărului condițiilor geometrice în rețele fără 
constrângeri (independente). 
6.3.Stabilirea numărului condiţiilor geometrice 
subordonate............. 
6.4.Forma condiţiilor geometrice şi a ecuaţiilor de erori 
6,5.Stabilirea conditiilor geometrice pentru reţele închise 
6.6. Stabilirea ecuațiilor de erori pentru o rețea dependentă. 


6.733. Incadrarca unui punct într-un triunghi fix... 
6.7.4.Incadrarea unui lanț de triunghiuri într-un unghi fix. 
6.7.5.Incadrarea a două patrulatere într-un unghi fix... . 
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7.NIVELMENTUL GEOMETRIC. 


7.12. Sistemul de altitudini ortometrice. 


7.1.2. L.Neparalelismul suprafeţelor de nivel , 
7.13.Sistemul de altitudini normale. 


723 Nivelmentul geometric geodezic 
7.2.1.Considerafii generale... 
72: Compensarcarelcor де iveiment prin metoda 

măsurătorilor condiționate.. 
7.2.3.Compensarea rețelelor de 
măsurătorilor indirecte... 
7.3.Nivelmentul trigonometric geodezic 
7.3.1. Refractia atmosferică verticală 
7.32.Nivclmentui trigonometric geodezic reciproc şi simultan 


S.ANEXE. 


